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On considére 'application suivante :

L -}; R]{X]XRJ){] —s R .
(P,Q) —  P0)Q(0) + P(1)Q(1).

1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur R;[X].

S’

2. Solent Py = 1 et P, = X. Montrer que P, et P, ne sont pas orthogonaux dans (R,[X], (-, )

Probléme §
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On désigne par : B la hase canonique du R-espace vectoriel Ry (X

Soit f une application définie par : '

[ RyX] — Ry[X]
P +— (X+2)P-P

Partie A.



1. Montrer que f est un endomorphisme de R,[X].
2. (a) Déterminer la matrice M = Mat(f, B) de f dans la base B.
(b) L’application f est-elle un automorphisme de Ro[X]? Justifier votre réponse.
3. (a) Montrer que ker(f) = Vect{u} ot u =X +2.
(b) Déterminer une base {v,w} d&Im(f) .
4. (a) Montrer que ker(f) NIm(f) = {Orx]}.
(b) Déduire que ker(f) @ Im(f) = Ry[X].
(c) En déduire alors que B’ = {u, v, w} est une base de Ro[X].
5. (a) Déterminer la matrice de passage P de B a B' puis P™.
(b) Déterminer N = Mat(f,B').
Partie B.

On considére le polynéme P défini par :

oy
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. Montrer que P(X) =X — X3.

Montrer que :
A € R est une racine de P <= (f — \idg,[x]) n’est pas bijective .

En déduire les valeurs de A € R pour lesquelles I'application (f — Aidg,ix)) est un auto-
morphisme de R,[X].

. Calculer rg( f - 3Z'drv¢2[x}>-

On pose J = M — 315.

x 2
(a) Montrer que le systéme (5): J ky = | 1| admet une unique solution dans R3.
z

(b) Résoudre (S).

Partie C.

1.

2.

(a) Montrer que : M(Is — M){(I3 + M) = 0s.

(b) Déduire que P(M) = 03. (Voir définitions et notations page 1).
Soit n € N. & .

(a) Trouver le res‘be de la division euclidienne de X™ par P(X).

(b) Déduire l’expr;ssion de M™ en fonction de M et M.

(c) En déduire expression de N™ en fonction de P, M et M?.



