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Exercice 1: (3 points)
Soient X et Y deux variables aléatc res telles que X(Q) = Y(Q) = {1;2;...;n},

n € N*. Pour tout (1, 7) € {1;2;...;n}?, on définit la loi conjointe dn couple (X,Y)
par:
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1. Calculer a,,, pour tout n € N*.

2. Déterminer leg loig marg;inaies de
) His marg :
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o
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g
lﬂ\'

3. X et Y sont-elles indépendantes?

Exer(:lce : (5 point
Une urne icn blanche. On lance une piéce truqué n fois. On obtient
pile avec la pmbabiliﬁ’ p. Si on obtient pile, on ajoute & 'urne une boule noire. Si
on obtient face on tire une boule de 'urne.
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Ay, désigne Vévénement ” obtenir face pour la premitre fois au k-iéme lancer”.

Soit B 'évenement’ t rer une boule blanche”.

1. Calculer les probabilités P(Ay) et P(B|Ay), avec 1 < k < n.

1 -
2. Montrer que P(B z P ;n)
k—"-'—‘-.l

3. En déduire que si la piéce est équilibré alors HT P(B) = In(2).

I , 1 1 )
Indication: on pourra utiliser le fait que: — = = dx).
( p que:
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Probléme: (12 points)
Ce probleme comporte 3 parties. Le but est d’étudier la nature de la série
Z sm(w\/ﬁ)

na
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n>1
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1
selon la valeur du réel . On va admettre, sans le démontrer, que pour o = 3 la
série diverge.

sin(m/n)

I) Déterminer la nature de la série Z lorsque o > 1.

. n<
n>1

1
IT) Dans cette partie, on prend o € ]5, 1].

sin(mv/t) .

Soit la fonction ¢ définie par: d) t i€ [ +o0[— =

~ Pour n € IN*, on pose’
) : - n+1: ¥
by A / o(t) dt.
1. (a) Montrer que pour z > 1,

/ $(t)dt = 2 / | SZ;&”?) dy

(b) En ut'ilisa'htA unéﬁtégration par partie, déduire que pour tout z > 1,

/ ¢(t)dt~2< cos(my/z) ) 2(2@—1)/ cos(ﬂy) i

\/—Za T
(c) En déduire que la fonction ¢ : z — / | %;S(t)dt est bornée sur 11, +o0[.

2. (a) Montrer que ¢ est de classe C! sur [1 +oo[ et que pour tout ¢t > 1,

a sm(m/_ )

#(t) = lcos(mf ) e

sm(wu)

(b) Montrer que‘u ! est bornee sur 1, +oo[

(c) En dedulre qu’il ex1ste un reel K =4 tel que pour tout t > 1 on a:

K

(d) Montrer que pour tout (a b) € [ —{—oo[2 ted que a < b, on a:

60) - (@] < 1o~ al.
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3. (a) Soit p € N*. Exprimer la somme partielle Zvn commie une intégrale.

n=1
(b) Déterminer la nature de la série Z Up.
n>1
n+1
4. (a) Montrer que pour tout n € N*, on a: u, — v, = / (p(n) — o(t))dt.
n
Wiyt K
(b) En déduire que pour tout n € N*, on a: |up — vn|< —.
aty

n "y

(¢) Déterminer la nature de la série _S_ (Un, — Vp)-
n>1

sin(m/n) .

5. Déduire la nature de la série Z =
n

n>1

1

IIT) Dans cette partie on suppose que o < =
On va montrer, par 'absurde, que la série Z
n>1

que cette série converge. On pose Sy = 0 et pour towssp € N*,

sin(m+/n)

diverge. Supposons donc

zp: sin(my/n)
n=1 ne
1. Montrer que pour tout n € N*,
V) _ b (5, ~ 5 )
Vn

2. En déduire que pour tout p € N*,
Z SlIl 71'\/‘ ( 4 1)0_5 S +Z a— 2 _ (,n+ 1)a—-)
n=1
3. Montrer que (S, )nen est bornée.

4. En déduire que Z (no‘_% —(n+ 1)"'%)57, converge.
n>1
5. Montrer que la suite (S,(p + 1)"‘"%)17 oy converge et donner sa limite.
¥
6. En déduire une cYntradiction.
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