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Exercice 1 (4.5 pts)'

UvQZO

On pose
U, :1+2+_2n1 vn € N,

1. Montrer que. Vi € N, u,, =2" — 1

N

. Solent d et n deux entiers naturels tels que d divise n.

AMontrer que uy divise w,,.

Montrer que si u,, est premier. alors n est également un nombre premier.

Qo

4. Ecrire la division euclidienne de u, ., par u,. pour tout n > 2.

Ut

Déduire que. Vn € N, wu, et wu,_; sont premiers entre eux.

'Exercice 2 (3.5 pts)'

Soit £ un ensemble non vide et f : E — E une application. On considére la relation

binaire R définie sur P(E) par :
AR B f1(4d) = FYB).

1. Montrer que R est une relation d'équivalence sur P(E£).

2. Montrer que f est surjective <= Cly(0)) = {0}.

Probléme (12 pts)'

Partie I :
Pour tout n > 2. on pose P = (X + 1)" — A",

1. Montrer que deg P = n — 1 et donner son coefficient dominant.

2. Veérifier que 0 et —1 ne sont pas des racines de P.

3. Montrer que toutes les racines de P sont simples. (On pourra raisonner par l'absurde).
4. Soit Z € C\ {1} vérifiant Z" = 1. Montrer que Z = e 5. ou k € {1..... n—1}.

5. Déduire les racines de P. Ecrire ces racines sous forme algébrique.



Partie 11 :
Soit E un ensemble non vide et f : E —> E une application. On considére la relation
binaire R définie sur £ par :
TRy <= flz) = fy)
1. Montrer que R est une relation d'équivalence sur F.

2. Montrer que f est injective <= Va € E.Cln(r) = {x}.

Partie 11T :
Pour tout n € N*. on pose C,[X] = {P € C X]: degP < n}. On considére I'application

FiCulX — Co[X]: P—s P(X — 1) = P(X).

1. (a) Donner f(X"). pour tout k € {0.1.....n}.
(b) Montrer que. Yk € {0.1,....n}. deg f(X*) <k — 1.
(¢) Déduire que. VP € C,[X]. deg f(P) <n-—1.
(d) En déduire que f n’est pas surjective.

2. Soit P € C,[X] vérifiant P(X +1) = P(X).
ta) Soit k € N*,
"
Calculer i P(j+1) — P(j) et déduire que P(k) = P(0).
=
(b) On pose Q(X) = P(\) — P(0).
i. Montrer que Q est le polyndme nul.
i1. Déduire que P est constant.
3. Montrer que Clx(0) = Co[X . out Co[X désigne l'ensemble des polvnomes constants et R

est la relation définie dans la Partie I1.

4. A-t-on f injective? Justifer



