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Examen N° 1 : Analyse
Durée : 2H

N.B: Aucun document n’est autorisé et I’usage de la calculatrice est interdit.

Exercice 1:
Soient z,y : R — R deux fonctions dérivables sur R, vérifiant le systeme différentiel:

' (t) = z(t) — y(t) + €’ cos(t)
(S):VteR,
Y (t) = z(t) + y(t) + €’ sin(?)

Le but de cet exercice est de résoudre ce systéme différentiel par deux méthodes.

1. Méthode 1 : Soit 2(t) = z(¢t) +iy(t) pour t € R.
(2) Montrer que (S) <= (E1): Z/(t) = az(t) +e*,Vi€eR ,ou a = 1 +.
(b) Déterminer les solutions complexes d’inconnue z de I’équation (E1).
(¢) En déduire les solutions z et y du systéme différentiel ().

2. Méthode 2 :

(a) Démontrer I’équivalence:

y"(t) — 20/ (t) + 2y(t) = 2€’ cos(t) (E2)
(S) <= VteR,
z(t) = y'(t) — y(t) — €'sin(?)

(b) Déterminer les solutions réelles de I'équation (E2).
(c) Retrouver ainsi les solutions « et y du systeme (S5).
Exercice 2:
1. On pose A = {{/n — E(/n);n € N}.
(a) Montrer que A admet un minimum, que vous préciserez.

(b) Justifier que A admet une borne supérieure.
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2. On cherche & déterminer la valeur de sup A.

(a) Démontrer que : Vp € N*, E(y/p? — 1) = p — 1 puis que
-1
VpeN* vVp2P-1-(p—-1)= ————+1
VPP —1+p

(b) Soit M un majorant de A, déduire de ce qui précede que M > 1.

(c) Donner la valeur de sup A.

Probleme:
1
Soient a €]0,+oo[ et f la fonction définie par f(z) = a(z + ;) On admet que
f(la,+oo|) Cla,+oo] .
Soit ug €]0, 400 fixé, on pose pour tout n € N, uni1 = f(un)-
1. (a) Montrer que la suite (un)nen est bien définie et que pour tout n € N*,
un €la, +ool.

(b) Montrer que si la suite (u,)nen converge, alors sa limite [ vérifie une
équation que l'on précisera puis déduire que si (un)nen converge, alors
le réel a vérifie nécessairement une condition (& déterminer).

(c) Si 1 < a, montrer que la suite (un)nen est croissante et qu’elle diverge
vers —+00.

2. Dans cette question, on suppose 1 < a. On pose pour tout n € N, v, = a™"tp.

(a) Calculer v,41 en fonction de a,n et v,.

(b) Montrer que la suite (vy)nen est croissante puis déduire que pour tout
n €N, v, > up.

n
(c} Soit y, = Z(U’CH — vg) , pour tout n € N .
k=0

i. Montrer que la suite (y,)nen €st croissante .

n
. —92%k S
ii. Montrer que pour tout n € N, Z_% i e puis déduire que
la suite (yn)nen est majorée.

iii. En déduire que la suite (¥,)nen converge puis que la suite (vn)nen
converge.




3. Dans cette question, on suppose cette fois que a = 1 et on pose pour tout

n €N, w, =u, —/2(n—1).

(a) Calculer u2,; en fonction de u2. Montrer alors par récurrence que pour
tout n € N, v/2n < u,,.

1
(b) Pour n > 1, montrer que v2n — 1/2(n — 1) > ——

V2n'
c) Déduire que la suite (wy)nen est décroissante puis qu’elle est conver-
q €
gente.

(d) En déduire que lim —2 =1
n—-+o0 2n

Bon Travail




