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Exercice 1 :
On considére la suite (I,,),en définie par Vn € N, [, = / z In"(z)dz.
1

1. (a) Sin €N, justifier lexistence de I,,.
(b) Calculer I, et I.

2. (a) Sin € N, calculer /

1

¢In"(z) dr.

2
(b) En remarquant que r = — si 2 # 0, montrer que si n € N, Vz € [1,¢],
x

rln"(z) < € a (a:).
%
5
(c) En déduire que I, < 1 Quelle est la limite de (/,,)nen?
e n+1
3. (a) En procédant par intégration par parties, montrer que I+, = = ——5-1,1.

(b) En déduire la valeur de I,.

4. (a) Comparer In"(z) et In""'(z) lorsque n € N et z € [1,¢]. En déduire la monotonie
2
; 2

de la suite (I,,)en €t que VR €N, I, > 3

(b) Quelle est la limite de (nl,)nen?

~1)mnle? [~ (—2)F ;
5. (a) Montrer par récurrence que Vn € N, [, = L———)——n—i (Z o) a8 e‘z) .

on+1 k!
k=0
, . n! _n
(b) Sin > 3, montrer que 5n > 1
( it [l > gyt et oy ki e it 3 g
¢) Que vaut n_lgxm; o Quelle est la nature de la série ; =

Exercice 2 :
On considére la fonction F définie par

(" In(t)
Vz > 0, F(ac)—/1 T3

La courbe représentative de F' sera notée Cy.

dt-




1. (a) Montrer que F est bien définie et justifier que F(z) > 0,Vz € RY.
(b) Montrer que F' est de classe C! sur RY. ‘
(

¢) Calculer F'(x) pour tout x > 0. Montrer que C; admet une tangente horizontale
en 1.

(d) Déterminer le développement limité de F' au voisinage de 1 & ordre 3.
1
2. Pour tout z > 0, montrer que F(z) = F (—;) ;
, arctan(x)
3. (a) On pose ¢(r) = ———=

voisinage de 0 & l'ordre 1.

.V > 0. Donner le développement limité de ¢ au

(b) Montrer que ¢ est prolongeable par continuité . On note aussi ¢ son prolongement.
Ce prolongement est-il dérivable en 07

(¢) Montrer que /T ¢(t)dt = arctan(z) In(z) — F(z).

(d) Montrer que F1 est prolongeable par continuité en 0 .On note aussi F son prolon-
gement. Déterminer F(0).

(e) En déduire que C; admet une asymptote horizontale en +oco dont on précisera
son équation.

(f) Etudier la dérivabilité de F' en 0. Conclure.

4. Soit k € N et z > 0, on pose I;(x) = / In(t)tdt.
1

(a) Montrer que
k+1

T k41 1
k+1

T

Gy GriE

I} = In(x) —

(b) Pour tout n € N et = > 0, montrer que

.r2n+2

— k 2k n+l v .
Z "+ (—1) e

(¢) Soit n € N et z €]0, 1], montrer que

n

[F(z) = Y (—1)FLa()] < Lonra(2).

k=0

: e~ (D
(d) Calculer ml_lj(rjl_F I(z). En déduire xll)r(r)gr ; (—2%—;—1-)—5 Quelle est donc la nature de

la série Z ~L_—}ln—~5?
= (2n+1)

Bonne Chance



