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N.B :Aucun document n’est autorisé et 1’usage de la calculatrice est interdit.

Exercice 1 :
Soit A et B deux parties non vides et bornées de R et on définit 'ensemble suivant :
A-B={a—b; (a,b) € Ax B}.

1. Montrer que 'ensemble A — B admet une borne supérieure et une borne inférieure.
9. Montrer que : sup(A — B) = sup(A4) — inf(B) et inf(A — B) = inf(A) — sup(B).

3. Soit ’ensemble C = {(_;) - —T%; n,m € N*} . Déduire sup(C) et inf(C).

Exercice 2 :
Le but de cet exercice est de trouver toutes les fonctions y : R — R deux fois dérivables qui
vérifient 'équation différentielle :

(E): 2*y’(z) ~xy/(z) +y(z) =0, z€R
Dans les questions 1 et 2, on suppose que y est solution de (E) et on va chercher son
expression de deux maniéres indépendantes.
1. Par un changement d’inconnue.
(a) Vérifier que la fonction yo : @ — z est solution de (E).
(b) On va alors chercher y sous la forme y(z) = yo(x)2(x) avec z deux fois dérivable sur
; 1
R. Montrer que z vérifie I'équation différentielle : Vz € R*, 2”(z) + —2(z) = 0.
i
(¢) Déterminer I'expression de 2’ sur R} puis déduire I'expression de z sur RY.

Yz >0, y(x) = Mz + maz In(z),
(d) Procéder de méme sur R et en déduire que y vérifie: ¢ y(0) =0,
Vz < 0, y(z) = Aoz + poz In(—2x),
ol A1, A2, i1 et g € R sont des constantes qu’on ne cherchera pas a déterminer
pour le moment.



2. Par un changement de variable. Pour ¢ € R, on pose z(t) = y(e').

(a) Vérifier que z est bien deux fois dérivable sur R et montrer que z vérifie 'équation
différentielle (E') : 2”(t) — 22/(t) + 2(t) = 0.

(b) Résoudre (E') et en déduire que 3(Ay, 1) € R?, Vz > 0, y(z) = iz + mzIn(z).

3. Synthése. On reprend alors 1'expression de y de la question 1.d et on cherche pour
quelles valeurs de A;, Ao, 111 et o la fonction y est deux fois dérivable sur R.

(a) Montrer que pour avoir y dérivable en 0, alors on doit avoir u1 = pz = 0 et
)\1 = Az.

(b) En déduire toutes les solutions de (E) sur R.

Exercice 3 :
Uy=a>0,

1 3
Un+1 - '2' (Un+ '0';') .

Soit (Up)nen une suite définie par :

1 3
Soit la fonction définie sur R% par f(z) = 5 (a: % ;) :

1. (a) Etudier les variations de f et déterminer le signe de f(z) — = selon les valeurs de
B

(b) En déduire que la suite (U,)nen est bien définie et que Vn € N, U, > V3.
(c) Déterminer la monotonie de (Up)nen--

(d) Montrer que la suite (U, )nen converge et déterminer sa limite.
U — V3
2. Soit la suite (V,),en définie par V, = ———=-
( ) €N P Un 3 \/5
(a) Montrer que Vn € N, V11 = V2.
(b) Exprimer V,, en fonction de Vy et de n.

(c) Retrouver le fait que (U, )nen converge ainsi que sa limite.

3. On pose, pour tout n € N, ¢, = U, — V3.
2
(a) Montrer que : Vn € N*, 0 < ep11 < o

23"

(b) En déduire une majoration de e, en fonction de e; et de n.

Bonne Chance



