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PDevoir de Synthése \° 01

w L’usage de calculatrices est interdit.

= Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement,
a la clarté de la rédaction et au soin de la présentation.

Everncece 7

Considérons dans M;(R) les matrices suivantes :

1 1 ~1 1 1 0
A=| -2 4 -1 et Pe= 1 1 1
=2 2 1 1 0 1

1. Soit B € M;3(R) et considérons sur Mj;(R) la relation binaire # définie comme
suit :
V(X,Y) € M3 (R)?, XZY <= BX=RBY.

(a) Montrer que Z est une relation d’équivalence sur M3 1(R).
(b) Calculer det(A) puis vérifier que A est inversible.
(c) Déduire cl(X) pour tout X € Mj;(R) lorsque B = A

(d) Résoudre le systéme linéaire suivant :

r — y + 2z =0
(S): ¢ 2x — 2y + z = 0
2rx — 2y + z =0

(e) Déduire cl(X) pour tout X € Mj;(R) lorsque B = 213 — A.

2. Montrer que P est inversible et déterminer P~.
3. Déterminer la matrice D = P71AP.

4. Montrer que pour tout n € N*, il existe une matrice M telle que M™ = A.
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Exerncice £
Soient E, F' et G trois ensembles non-vides. Soient f : E — F et g : F — @ deux
applications.
1. Montrer les assertion suivantes :
(a) Si go f est injective, alors f est injective.
(b) Si go f est surjective, alors g est surjective.
2. Montrer les équivalences suivantes :
(a) f est injective <=V A, A' € P(E), f(A) = f(A) = A= A.
(b) f est surjective <=V B € Z(F), f(f~Y(B)) = B.

3. Soit ¢ 'application définie comme suit :
p: P(EY — PE), (X,)Y)— XUY.

(a) Déterminer p(E, ) et ¢(E,E).
(b) L’application ¢ est-elle injective ?

(¢) Montrer que ¢ est surjective.

4. On suppose que E = F et considérons 1 application suivante :

Y: P(E) — P(E)?, X — (f(X), fH(X))

(a) Montrer que si f est injective ou surjective, alors 9 est injective.
(b) Monter que si 1 est surjective, alors f est bijective.

(c) A-t-on Papplication v est surjective lorsque f est bijective ?
(Indication : On pourra considérer f = idg.)

(d) Montrer que si ¢ o 1) est surjective, alors f est aussi surjective.
e) Déduire que si ¢ o 1) est surjective, alors f? = idg.
¥
(f) Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’application ¢ o 9 est bijective.
(i) L’application f est bijective et f7! = f.
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