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@7 Définitions et notations

H

\

* MR(R) : ensemble des matrices carrées d’ordre n € N* et & , ceeflicients 16

® 0, : la matrice nulle d’ordre n € N*.

@ Soient P = aX3 +bX?+ cX +d € R3|X] et M € M3(R). On définit le polynome de
la matrice M par :

g
a matrice identité d’odre n € N*. |
!

Soit (a,b) € R* x R* tel que a # b. On se propose de calculer le déterminant A, d’ordre n € N*

b a ... ... a
a

suivant : A, =
g ... ... a b

1. Calculer A, puis Aj.

2. Donner ’expression de A,,, pour n € N*,

i Probléme ! X

]
-

On désigne par : B la base canonique du R-espace, vectoriel Ro[X].
Soit f une application définie par :

[ Ro[X] — Ry[X]
P +— (X+2)P-P
Partie A.



1. Montrer que f est un endomorphisme de Ro[X].
2. (a) Déterminer la matrice M = Mat(f, B) de f dans la base B.
(b) L'application f est-elle un automorphisme de Ry[X] 7 Justifier votre réponse.
3. (a) Montrer que ker(f) = Vect{u} ot u = X + 2.
(b) Déterminer une base {v, w} de Im(f) .
4. (a) Montrer que ker(f) N Im(f) = {Orx|}.
(b) Déduire que ker(f) © Im(f) = Ry[X].
(c) En déduire alors que B’ = {u, v, w} est une base de Ro[X].
(a) Déterminer la matrice de passage P de B & B’ puis P~
(b) Déterminer N = Mat(f, B').
Partie B.

On considére le pe

P(X) = det(M — X1I3).

1. Montrer que P(X) = X — X3.

2. Montrer que :
A € R est une racine de P <= (f — \id n’est pas bijective .
W Ro[X] J

3. En deéduire les valeurs de A € R pour lesquelles I'application (f — Aidg,[x)) est un auto-
morphisme de Ry [X].
4. Calculer rg ( f~ 3"’:(!@{)(]).
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5. On pose J = M — 315.

(8) Montrer que le systeme (S) : J @} = kl\ admet une unique solution dans R?.

Partie C.
1. (a) Rappeler la dimension de M3(R).
(b) Déduire que la famille (I,, M, M2, ..., M®) est liée.
2. (a) Montrer que;: M(I3 — M)(Is + M) = 0s.
(b) Déduire que E{M ) = 03. (Voir définitions et notations page 1).
3. Soit n € N. t
(a) Trouver le reste de la division euclidienne de X™ par P(X).
(b) Déduire I'expression de M™ en fonction de M et M2
(c) En déduire 'expression de N™ en fonction de P, M et M?.
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