Université de SFAX Février 2019
IPEIS: PT1 Algebre

DEVOIR DE CONTROLE

Exercice I:

On considere B, = (ey, €, €3) la base canonique de R®. Soit h € L(R?) définie par:

h(el) = —*2,61 + 2.63
h(eg) = —ej + €3
h(€3 = 4.62

p—t

Déterminer une base de Im(h) = vect ( h(e1) , h(e2) , h(es) ) , h est-elle surjective?
2. Pour tout (z,y,2) € R®, déterminer h(z,y, 2).

3. Déterminer une base de ker(h).
4

. Montrer que R? = ker(h) @ Im(h).

Exercice 1I:

Soient n € N* et E = R, [X]. On consideére les applications suivantes:
f : E — E
P - P-P
g : E — E
P —~ P

1. Montrer que f et g sont deux endomorphismes de E.
2. Cas n = 3. Soit B = (1, X, X% X?)
(a) Soit H = (Py, Py, Ps, Ps) une famille de E qui vérifie : deg(Px) =k ,0 <k < 3. Montrer
que H est une base de E.
(b) Donner 'image de la base B par f.
(c) Déduire que f cst bijective.
(d) Déterminer ker(f).
(e) Donner une base de I'm(f).
(f) Retrouver que f est bijective.
3. Cas n € N* un entier quelconque. Posons ¢ = Idg + g + s S s L
( On rappelle que g° = Idg et pour tout k € N* | g =gFlog=ygog" ).
(a) Calculer g"**(P) pour tout P € R,[X].
(b) Montrer que g o (Idg — g) = (Idg — g) o ¢ = Idg — g"**'.
(¢) Déduire que f est un isomorphisme de E et donner f -1 (Remaquer que f + g = Idg).
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