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Devoir de synthese d’Algebre

Durée: 2 heures.

Exercice 1. Soit f endomorphisme de R3 défini par
f(fl?, Y, Z) = (IE + 4y = 42,(1], y)

(1) Ecrire la matrice A de f relativemant & la base canonique B = {ey, ez, es}
de R3 .

(2) Soient vy = (1,1,1),v2 = (4,2,1) et v3 = (4,-2,1).
1\40ntrer4que B’ = {v1,vz,v3} est une base de R3.
(3) (a) Ecrire la matrice de passage P de la base B 4 la base B'.
(b) Calculer P71 .
(4) (a) Ecrire la matrice D de f relativement & la base B'.
(b) Calculer D™, n € N.
(5) En déduire D’expression de A", n € N g 'aide de P, P! et D™ .
(6) Soit la suite réelle (un)nen définie par

Un+3 = Uni2 +4Unpy — 4u,
Ug =1,u; =-3,us=1.

Un+2
On pose X, = | Un+1
Un

(a) Vérifier que X1 = AX,,.

(b) En déduire I’expression de u, en fonction de n.

Exercice 2. Soit E = Rs[X] 'espace vectoriel des polynémes & coefficients réels
de degré < 5. '

(1) On consideére Pensemble suivant
H={PeE | P(0)=P(1) =0}

(a) Montrer que H est un sous espace vectoriel de E.
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(b) Soit P = a5X5+a4X4+a3X3+a2X2+aiX+a0, ol ag, a1, ..,a5 € R.
Justifier que si P € H alors
P=a;(—X%+ X)+as(~ X5+ X?) +az(— X5+ X3) +as(— X5+ X*).
(c) Déterminer une base de H et en déduire sa dimension.
(d) Soit G = vect(1, X° +1).
Montrer que H et G sont supplémentaires dans E.

(2) Soit ¢ l'application défine sur E par
¢(P) = (X?~1)P"+ XP'

avec P’ et P" désignent respectivement le polynéme dérivé et dérivé sec-
onde de P.

(a) Prouver que ¢ est un endomorphisme de E.

(b) Déterminer ¢(X*), k € {0,1,..,5}.

(c) Donner la matrice A de ¢ relativemant & la base canonique B de E.
(d) L’application ¢ est elle bijective? Justifier.

(e) Déterminer Im ¢ puis vérifier que rg(¢) = 5.

(f) En déduire Ker ¢ = Rg[X].



