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L'usage des calculatrices n'est pas autorisé.
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s’il n'a pas été démontré.
Les deuz devoirs doivent étre Tédzgessur des copies séparées.

1. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de paramétre p €]0,1] ( avec g =1~ p):
PX=Fk)=p(l-p)* ' =pd*" , VE=21

(a) Montrer que: P(X>n) =¢* , YneN.
(b) Montrer que V(k,n) € N? ona :

 P(X>n+kX > k) =P(X >n).

2. Solent X; et X, deux Vaﬁéblés aléatoires 1ndépéndantés de loi géométrique respective-
ment de paramdtre py, p €]0,1[. On pose Y = min(X;, X,) et ¢ = 1 — p; Vi € {1 2} :

(a) On désigne par F; la fonction de répaxtltlon de X1 Verlﬁer que :
- Fk)=1- (qi)k Vk € N*

{b) Donner Fy la fonction de répartltmn deY en fonctmn de celles de X; et Xj.
(c) Montrer que : P(Y k) (qug2)* 1(1 - qlqz) Vk e N*. '
{d) En dedulre laloideY et donner sans calcul, E(Y) et V(Y)

' ; 3. Soit nun entier supéneur ou egal a2 On con51dére n Va.nables aléatmres mdependantes Y
' Zl, Z ‘suivant toutes. la loi geométnque de parametre p G]O 1f. o Sy
On pose. - M= —(21 +i + Zn) : .

(a) Montrer que E(M) : e_'t_" V(Mn) _
(b) Montrer que R :
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~Exercice 2 -
1. Soit ¥ une variable aléatoire quii suit 1a Ioi uniforme str [0, 1] On pose X = —In(1—Y).

On note par Fx 1a foncmon de repartltlon de X.

( ) Montrer que : FX(:I:) Fy(l —e™®) ‘v’x € R
(b) En déduire que X suit la loi exponentielle de parametre A = 1.
(c) Donner, sans calcul lesperance de X .

2 On rappelle que : si Xy et- Xy sont deux vamables aléatoires indépendantes de densités
respectives fx,, fx, alors Z = X1 + X est une variable aléatoire a densité, dont une

. densité est :
+oo

fZ(x): , le( t)sz( )

.
Dans la suite, on considére une suite (X,), de variables aléatoires définies sur le méme
espace probabilisé (Q A, P) mutuellerhent 1ndependantes et qui suivent toutes la loi

exponentielle de parametre A = 1. On pose S, = ZX k-
k=1

( ) Calculer E‘(S ) et V(Sn )
(b) Déterminer la loi de Ss
(c) Montrer par récurrence sur n que :
e Cgn—le—t , :
Lt t €]0, +o0(;
A (n—1)1 = Nl
fal) { 0, sinon
est une densité de S
i 3 a): Rappeler la valeur de : 7== f
i T (b) A l’alde du theoreme de la hrmte centrée, etabhr que: lim P(S,<n)=

B[

n—+00

(
(c) En dedmre la valeur de hm f g tznll)_,t dt

" n——H—oo

Exercice 3
Dans.cet exercice R:désigne:un réel fixé strictement. positif et on considerela fonction f définie

sur R par :

L3

Lt (oo ® 31t 0 R RTINS R
e, g = {'52 ’ smon6 [ ] )
H ( ) Etudler la contmmte de f R |
(b) Montrer que f est une densﬁ;e de probablhte
Dans toute la suite, on note X une variable aleatmre de dens1te f et FX sa fonction de
répartition. .
2. (a) Déterminer la valeur Fx(z) lorsque = < 0, puis lorsque z > R. B

(b) Montrer que pour tout réel z de [0,R], Fx(z)= Z.



3. (a) Montrer que X admet une sepérance et que E(X) = 2&.

(b) Montrer que X admet une variance et que V(X) = Jf—:.

Dans toute la suite n désigne un entier naturel non nul et X, Xo, ...., X,, des variables
aléatoires indépendantes et de méme loi que X. On cherche & estimer le réel R & 'aide
de X, Xs, ..., Xy,

4. On note Sy, la variable aléatoire prenant le maximum des valeurs prises par les variables
X1, Xs, ..., X5, de sorte que pour tout réel z,

(Sp<z)=(X1<n)N (X <) N---N (X, < 7).

(a) Montrer que pour tout réel z, P(S, < z) = (Fx(z))".
(b) En déduire la fonction de répartition de S,,.

(c) Montrer que S, est une variable & densité et qu’une densité possible est la fonction
= gn définie sur R par :

o) = {szzn, sit € [0,R];

0, sinon

(d) Montrer que : E(S,) = 525 R et V(S,) =
(e) En déduire que : -lirf B(S.y=R.

R?.

(n+1)(7;n+1)2

5. On note T, = %1\2—:1)(

: ’
(a) Calculer E(3X) pour 1< k< n
(b) En déduire que T,, est un estimateur sans biais de R.

(c) Calculer la variance V(T,) en fonction de R et n.

(4) Montrer que : lim P (T ~1,96E <R Th+1, 9675_-) =0, 95.

( On donne ®(1,96) = 0,975, ot & est la fonction de répartition de la loi normale
centrée réduite N (0,1)).
4 ¢ T V8n —
(e) En déduire que : nggloop (TnJ—+1 5% SR < an ; 96) ==, 95.

(f) Donner un intervalle de confiance de niveau de confiance 0,95 du paramétre R.
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