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Exercice 2 :

On note E = Ry[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & 2. On
désigne par f l'application définie par :

VP € E, f(P)=—2XP(X)+ X2P'(X).

On note B, = (1, X, X?) la base canonique de E.

1. Rappeler la dimension de E.

2. (a) Montrer que f € L(E).
(b) Déterminer M la matrice de f dans Ia base B, de E.
(c) Déterminer Im(f) V'image et rg(f) le rang de f.

3. (a) Déterminer Py, le polynéme caractéristique de M.
(b) En déduire les valeurs propres de M.

4. (a) Déterminer une base (P, P,) de ker(f) et une base (P3) de ker(f + id).
(b) En déduire que f est diagonalisable.

5. On pose B = (P, P, P;).
(a) Montrer que B forme une base de E.

(b) Déterminer D la matrice de f dans la base B.




Exercice 3 :

Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique B, = (e1, ez, e3) de

R3 est donnée par

.C.O

-4 -6 0
A=]3 5 0
3 6 5

. Donner I'expression de f.

On note P4 le polyndéme caractéristique de A.
(a) Montrer que Pa(X) = (5 - X)(X + 1)(X - 2).
(b) Trouver les valeurs propres de A.
(c) En déduire que A est diagonalisable.
(d) Calculer det(A). Que dire alors de f?
On pose uy = (—2,1,0), ug = (1,—1,1) et ug = (0,0, 1).
(a) Montrer que la famille B’ = (uy, uz, u3) est une base de R® formée par des vecteurs
propres de f.
(b) Donner D la matrice de f dans la base B'.

On pose P la matrice de passage de B, vers B'.
(a) Calculer P et P1.
(b) Donner une relation entre A, P, D et P71,
(¢) Calculer D™ et A™ pour tout n € N.
Soient (r)nen, (Un)nen €t (2n)nen des suites réelles vérifiant zo = 2z = 1, yo = 0 et
pour tout n € N :
Tyt = —4 Tp, — 6 Yy
Ynt1 =3 Tn + 9 Yn
Zni1 =3 Cn+6 Yn+5 2.
T
On pose X», = { 4n
Zn
(a) Vérifier que, pour tout n € N, X,4; = 4 X,.
(b) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, X,, = A" Xo.

(c) Trouver alors les expressions de ,, yn et z, en fonction de n.




