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Notations et rappels:
les notations suivantes sont considérés au cours de ce texte:

e R: le corps des réels.
e E: V'espace vectoriel des fonctions de R dans R.

e Eqy: I'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R.

»

Py: Vespace vectoriel des polynomes & coefficients réels de degré < 2.

®

E;: V'espace vectoriel des fonctions continuement dérivables de R dans R,

]

(£2, F,P) un espace probabilisé donné.

Les variables aléatoires notées v.a. sont & valeurs réelles et définies sur le méme espace

Q,F7,P).

P(X = 1) désigne la probabilité que la v.a. X prenne la valeur i.

L

px{*): la loi de probabilité d'une v.a. discréte X.

o fx{): la densité de probabilité d’'une v.a. continue X.
o Fx(): la fonction de répartition d'une v.a. X.

e E(X): espérance mathématigue de la via. X.

o Var(X): variance de la v.a. X.

e o(X,Y) est le coefficient de corrélation entre X et Y,

On considére I'application:
T: Eg — E
F = Iy

oit Ty est définie par:

}%/:tf(t)dt s 20
g Q
Ty(z) =
10 s z=0
2 I = U.



Daus cette partie, f désigne un élément de Ejy.

o

~1

. Montrer que 'application T : f + Ty est linéaire par rapport a f.

Montrer que si f est paire alors Ty est paire.

. Montrer que si f est impaire alors Ty est impaire.

. Montrer que si f est positive alors T est positive.

Déterminer T dans le cas oy f est constante puis dans le cas od f € P,

On suppose que a est un réel strictement positif et que sur I'intervalle [~a, o], la fonction f
est bornée par un réel M. Montrer qu'il en est de méme pour 77y.

En déduire que Ty est continue en 0, que Ty appartient & Ey puis que T définit un
endomorphisme de £y.

T
(Indication: on remarquera que f{0) = -:;2—,5 / tf(0)dt).
/o
Montrer que, pour tout z # 0, (Ty)" existe et vaut
1
(T7)(z) = = (f(2) ~ 2T4(2))

o (Ty)" désigne la dérivé de Ty par rapport a z.

Partie II: Ty et Probabilité discréte

Dans cette partie, on suppose que f appartient 4 £5. On munit P, de la base canonique
B =(1,X,X%.

1

N R

o

Montrer que Ty appartient & Ps.

- Déterminer la matrice A de Ty par rapport 4 la base B.

. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres associés de A.

Calculer A™ pour n entier > 2.

Zp
Calculer, en fonction de Up = | o |, la suite de vecteurs colonnes (Un)nxo définie par:
E2s)
Uﬂ-{'l = AUn n 2 O,
In
ot Up=| yn
Zn
Soient X, Y et Z trois variables aléatoires discrétes a4 valeurs dans N et dont les lois de

probabilité sont données par px(n) = P(X = n) = z,, py(n) = P(Y = n) = y, et
pz(n) = P(Z = n) = z,. Déterminer zo, yo ct zg pour que Z,, y, et z, définissent bien des
lois de probabilité.

RN}



Partie IIT: Calcul de lois

Dans cette partie, on considére la fonction F' de R dans R définie par:

~J

B

O si <0,
Plt)=<¢ 3t2-2 si0<t<],
1 g3 L

. Vérifier que F est bien une fonction de répartition d'une v.a. continue X et déierminer sa

densité fx.

Soit ’i‘a fonction G définie par G(z) = 2T¢(z) pour tout réel z. Montrer que G est une
fonction de répartition d’une v.a. continue ¥ dont on déterminera sa densité fy.

. Soit la variable aléatoire Z définie par Z = G(Y). Montrer alors que Z est une variable

aléatoire uniforme sur Pintervalle [0,1].
Calculer E(Z) et Var(Z).

Montrer que, pour tout a > 0,ona P(Z 2 a) < 3

~

. Déduire que, pour tout a >0, on a P{{Z - 3| 2 a) £ —.

= 1247
On pose U = min(Z,1 ~ Z) et V = max(Z,1 - Z). Deéterminer fy la densité de U et fy
celle de V.

Calculer B(U + V) et Var(U + V).

Partie I'V: Tendance normale d'une v.a. uniforme

On considére une suite de variahles aléatoires Xn, 1 € n < 10, indépendantes et de méme loi que
la v.a. uniforme Z. On note par ® la fonction de répartition d’une v.a. normale centré réduite

10

N(0,1). On pose H =) _ Xi.
1

1.
2.

. Montrer que P(H > 6) <

Vérifier qu'on a ®(~z) = 1~ ®(z) puis déduire $(0).
Calculer E(H) et Var(H).

(=R

En utiliser le théoréme de la limite centrale, montrer que
6
PH>6)=1- @(\(/3)

19
On donne &( \/«g) = (.84. Donner le pourcentage pour que la somme ff = ZX,- dépasse 6.
& |

On subit a2 H une transformation affine X = aH + b de telle manitre qu'on aura
P(K > 6) = 0.5 et P(K < 8) = 0.84. Déterminer les valeurs possibles de a et b.

. Calculer le coefficient de corrélation p{K, H).



