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Devoir de controle n. 2

Durée: 4 heure . 30 mn

EXERCICE

1) Déterminer la série entiere g a,z" dont la somme S(z) est solution de I’équation
n>0 ’

2:5@/” € y' —y =0 telle que y(0> =4

2) Exprimer la solution trouvée a l'aide des fonctions usuelles.
( On distingue les deux cas: z > 0 et z < 0)

PROBLEME

On s’intéresse dans ce probléme aux propriétés de la fonction polylogarithme, définie
comme série entiére et & son prolongement grdce d une représentation intégrale.

Dans ce probleme, o désigne un réel et on considere la fonction

+00

1) Montrer que L, est de classe C* sur | — 1,1].

2) Déterminer le domaine de définition D, de la fonction L.
( On pourra distinguer les cas a > 1 et a < 1)

3) Montrer que pour tout = €] — 1, 1],

Lo(@) + La(—2z) = 277% Lo (2%)

4) On suppose dans cette question que o < 1.
a) Déterminer les deux fonctions Lg et Lj.

b) En déduire par une minoration que lim L,(z) = 400.
Tl
5) Déterminer lim L,(z) pour a > 1.
z—1~



Partie II.

Dans toute cette partie, v est un réel strictement supérieur & 1 (o > 1). On définit
400

alors I'(«v) = / t*~te~tdt et on pose
Jo

a—1

—1 est intégrable sur ]0, +00[.
e s

9) En déduire que K, est définie continue sur le fermé | — oo, 1].

3) Montrer que K, est de classe C* sur Pouvert | — co,1[.

)
4) Soit u > 0. Déterminer la suite (@n),5o telle que pour tout z € —1,1],

1) Montrer que la fonction ¢ : u =
)

5) En déduire que pour tout z € [~1,1],
z - Ko(z) = T(a) - La(3).

6) Application: Déduire de ce qui précede que la fonction F., définie sur | — oo, 1] par:

+0oo a—1
Fo(z) = /O (—L—du

et — 1)?
est développable en série entiere au voisinage de 0 et expliciter son développement.

7) On prolonge L, sur | — 0o, 1] par

1 +00 . a—1
Yo <1, L) = ——~/ i,
0

ev¥ — 4

Vérifier que L, est continue sur | — 00, 1] et de classe C* sur | — o0, 1].



