INSTITUT PREPARATOIRE
AUX ETUDES D’'INGENIEURS
DE SFAX .

Département de la Préparation
Mathématiques Physique
Section MP2

Devoir de synthése d’Algébre MP2
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ices carrées d ordre n et & coefficients dans K, GL,{K) 1 l’ensemble

B Soit G un sous-groupe de (GL{E), o). On dit que G est engendré par une partie A
ie GL(E) (ou A est une partie génératrice de G) si
G=<A>={uecG; Ju,.,vm €A u=01v3. v, €,..,6,€{~1,1}}
> Deux

automorphismes u et v de E sont dits conjugés dans GL(E), s'il existe
w € GL(E) tel que u = wvw™!.
Partie 1 : Exemples de sous-groupes de (GL(E), o)
1. Montrer que (GL{E), o) cst un groupe.
2. (a) Montrer que SL(E) est un sous-groupe de GL(E).
(b) Pour n = 2, déterminer les éléments d’ordre 2 du groupe SL(E).
(c) Montrer que I'application

¢ : SL(E) x K* — GL(E)
(u, \) — u

est un isomaﬁrphisme de groupes.
3. Soit G un sous-grdppe de (GL(E), o) tel que, Yu € G, u? = idp.
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.(a) -Soit.u € G. Déterminer son polyndéme minimal 7,. En déduire que {—1,1} est
- l'ensemble des valeurs propres de u et que u est diagonalisable.

(b) Prouver que, Y(u,v) € G%, uov=vou.
(c) Soit u € G tel que u n’est pas une homothétie.
(i) Montrer que E = @ﬁzlker(u = AkidE), ol A1, s Ap sont les valeurs propres
de u. )
(ii) Montrer que, Vv € G, Vk-€'N,; ker(u — M\gidg) est stable par v.
(d) En déduire qu'il existe une -base B de E telle-que

Y(u,v) € G2, Mat'(::u, B) = Mat(v, B) : matrice diagonale.

. Indication : Raisonner par récurrence sur n puis utiliser (¢)(¢) et (c)(#7).
(e) Montrer que le cardinal maximal de G est 2". :
Partie 2 : Dilatation et transvection
1. Soit u € GL(E) tel que u g = idy.
Montrer qué les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) det(u) = X #1 (donc u ¢ SL(E)).
(b) .w: admet une valeur propres X #:1 (donc une droite propre D pour \) et u est
diagonalisable. g ‘ ’
(c) Im(u ~idg) ¢ H.

1 0 0
(d) Dans une base convenable, u a pour matrice
: 1 0

On dit alors que u est une dilatation, d’hyperplan H, de droite D et de rapport
A. Notons qu’alors D = Im(u —idg) et que H = ker(u — idg).

2. On suppose que Phyperplan H ‘est d’équation f € E*\{0} et soit u € GL(E)\{idg}
tel que u/y = idy. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) det(u) =1 (c’est-a-dire u € SL(E)).
(b) u n'est pés diagon}alisable..
(c) Im(u —idg) C H.

% EaQF e 0
(d) Dans une base convenable, u aypour matrice | 0 " 0
: f 1

0 =:: 0O 1



‘ On dit alors que u est une transvection d’hyperplan H de droite
- D=1Im(u- sz) Vect(a) Ona:D c H

3. Montrer que, Vz € E, u(x)* .4 fle )

Nous noterons 7(f, a) la‘transvection u d’hyperplan H = ker(f), de droite
D =Vect(a) C H. :
Partie 3 : Propriétés des transvections et des dilatations : -
1. Montrer que :
(a) 771 (f,0) = 7(f, - ),
(b) 7(f,a)7(f,0) =7(f,a+b),
(c) Vv € GL(E), vr(f,a)v™! = 7(fov™!,u(a)) est une transvection de droite u(D)
et d’hyperplan u(H).
2. Montrer que 'ensemble 7 (H) des transvections d’hyperplan H = ker(f) est un sous-
groupe commutatif de GL(E) isomorphe au groupe additif (H, +).
3. Déterminer le polynéme minimal d’une transvection et d’une dilatation.
4. Montrer que :
(a) Deux transvections quelconques sont conjuguées dans GL(E).
(b) Le conjugué dans GL(F) d’une dilatation est une dilatation de méme rapport.

c¢) deux dilatations sont conjuguées dans (”L E) si, et seulement si, elle ont méme
jug
rapport.

(d) Sin >3, alors deux dilatations sont conjuguées dans SL(E).
Partie '}: Applications
1. Premiére application : Centre de GL(E).
Pour tous G sous-groupe de GL(E), on note Z(G) = {u € G; uwv = vu, Yv € G}
appelé le centre de G.

(a) Soit u € GL(E). On suppose que u laisse invariant toutes les droites vectorielles
de E. Montrer que u est une homothétie.
(b) Soient u € Z(GL(E)) et 7 une transvection de droite D. Montrer que uru~!
est une transvection de droite u(D).
(¢) En déduire que :
(i) Z(GL(E)) est formé par des homothéties isomorphe a K*.
(ii) Z(SL(F)) est formé par des homothéties isomorphe & {A € K; \* = 1}.
(d) Montrer que GZH(R) et GL,(C) ne sont pas isomorphes.

2. Deuxiéme application : Les générateurs de GL(E) et de SL(E).
On suppose que n > 2.

(a) Soient Hj, Hy deux hyperplans de E distincts et a € E\(H; U Ha).



(i) Montrer que H = (H; N H3) ® Vect(a) est un hyperplan de E
(if) Montrer que E = H + Hy = H + Ho.
(iii) Montrer qu'il existe une transvection u telle que u(a) = a et u(H;) = Hs
Indication : pour ay € Ho\H, on justifiera Pexistence de a; € Hi\H et
b € H tels que a3 = a; + b, puis on peut considérer la transvection 7(¢,b),
ol H = ker(¢) telle que ¢(ay) = 1.

- .

(b) Soient z et y deux vecteurs non nuis dans E. Montrer qu'il existe une transvec-

tion u ou un produit de deux transvections uv telles que u(z) = y ou wv(z) = y.
Déduire que :

(i) Les transvections engendrent SL{E).

(ii) Les transvections et les dilatations engendrent GL(E)
-
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