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Devoir de synthése n°2

Probléme 1 :
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Pour tout couple (n,r) d’entiers naturels tel que 1 < r < n, on rappelle la formule
i ¥ 1o A W . pr—1 id
du " triangle de pascal" : C;, = C;Z; + O, _;.
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Soit r un entier naturel. On considére la série entiére y, CTz™.

n=r
(a) Montrer que le rayon de convergence de cette série entiére vaut 1.

+o0
Pour tout réel z €] — 1,1[, on pose : f.(z) = > Cra".
n=r

(b) Montrer que Vz €] —1,1{etr >1,0ona

Déterminer pour z € R, foz) et fi(z).

. Monfrer que :
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Soit 7 € N*, montrer que le rayon de convergence de la série entiére > —C "1z
m
. unZT n
vaut 1.
+00
P N* et 1,1] hel) =) Lor-ign
our r € N* et z €] — 1, 1], on pose h.(z) = ~Cra2"™.
n=r

(a) Montrer que h, est de classe C* sur | — 1,1] et que pour tout réel x de

]—1,1[, on a: hl(z) = froa(z).
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(b) En déduire que, pour tout z de ] —1,1[, on a h,(z) = jl
0

(c) A l'aide d’un changement de variable, montrer que :

r (1;-‘—;.7:5 y’l'—‘].

Vz €] - 1,1], hr(x)fjo Ty

(d) En déduire, en utilisant une intégration par parties, que I'on peut écrire :

dy.

‘ Y1, a’ 1 fem
Vz €] - 1,1, h(z =______.+_./ & .
=l [ Arlz) r(l—z)1  rJy (1+y)? .



Partie 2 :
Toutes les vanables aléatoires qui mterv1ennet dans cette parties sont définies sur
“un méme espace probabilisé (2, 4, P).

~ On rappelle que la fonction génératrice d’une variable aléatoire entiére X est définie
par :

gxlt) = B = 3 #P(X = k).

keX ()

Soit p un réel de ]0, 1[. On pose ¢ = 1 — p, et on considere une variable aléatoire X
a valeurs dans N*, qui suit la loi geometrlque de parametre p. On rappelle que pour
tout entier k de N*, P(X = k) = pg*~".

1. Donner l’esperence E(X) et la variance V(X) de la vamable aléatoire X.
2. Montrer que la fonction generatrlce de la varlable aléatoire X est donnée par
pt ~ ’
)= e, VG =, =
ox(t)= T2 veel ol
3. On considére une suite (X,)nen+ de varaibles aleat01res a valeurs dans N*,
mutuellement 1ndependantes de meme loi geometrlque de parameétre p. Pour
tout entier n de N*, on pose S, = Z Xe.
k=1
(a) Calculer I'espérance E(S,) et la variance V(S,) de la variable aléatoire
o ’
(b) Montrer que la fonction génératrice de la variable aléatoire S, est donnée
par ' o

wa—éggmw

_1(qt).

(c) En déduire que
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vt el =2l gs.(8) = ZC" B A

" k=n
- (d) En déduire que la loi de probabilité de la variable aléatoire S, est donnée
& e 0 : - EBLE<n
P(Sn = k) = { Ciip g™ sik>n
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4. Pour tout n € N*, on;pose ¥, =
(a ) Montrer que E(Y) =0 (‘g) hi(q)-
e | p\" [7 "
b) Montrer que E(Y,) —p= (—) / e
(b) (¥a) a) Jo @rp2?
p

(c) Montrer que 0 < E(Y,) —
(d) En déduire lim E(Y,).

n—+0o0




Probléeme 2 :

On désigne par El(R) Pensemble des fonctions continues et intégrables de R dans C.
Pour f € £1(R), on appelle transformée de Fourier de f la fonction notée f définie
sur R par v . '

£ 1 oo —ixt
fa)= o= [ e a

Partie 1 : Dans cette partie f est un élément de £'(R).

1. Montrer que f est bien définie et continue sur R.
: N 1 oo
2. Prouver que g —= t)] dt
a nfuoo_m/_w 70
3. Soit (fyi)nen la suite de fonctions définie sur R par

\/_ L —i:itf(Q dt

(a) Montrer que

va e RneN,| fo)- @) 1< o= [ 156) ‘“*/nm £ | d)

(b) En déduire que la suite de fonctions (fs)nen converge uniformément sur R
vers f.

(c) En déduire que I'on a :
lim f(z) = hm f(x) == ),

Z—>+00

(Indication. On pourra utiliser que si h : [a,b] — C est continue alors
: A : :

lim emh(t) it = @)

I—>+00

4. Apphcatlon Existe-t-il f: R — C une fonction continue et intégrable sur R
telle que :
f(w) = sm(:v), Vz € R.
Partie 2 : Dans cette partie f et g sont deux elements de ﬁl( ) et a un nombre
reel
1. Prouver que les fonctions fg et f§ sont dans Ll( )
2. Smt n un entier naturel non nul. 7 Gk |
(a) En utilisant le theoreme de la convergence dommee prouver que :
e f(t) ( / e~iotg(z) dx) it = \/or / ) dt
p——+00 —p iy
(b) En déduire que ‘
+oo n n
/ 9z ( / et £ (1) dt) de=/3 / ")) dt

—00 =N
3. Montrer alors que :
+oo T rteo

‘ f(’:v)‘ (z) dz = f(ﬁv)g(l’)

—o0 —00

4. On désigne par 7, f la fonction définie sur R par Taf(:l?) f(x —a).



(a) Prouver que 7,f € L!(R).

(b) Démontrer que pour tout z dans R on a 7, f (z) = e7 f(z).

Partie 3 : Dans cette partie, on désigne par H la fonction définie sur R par :

—

A

12
Ho(t) =e 2
1o \/— r+oo
. Sachant que e dp = X , déduire la valeur de I'intégrale / Ho(t) dt.
JO “ —co

Etablir que pour tout 2 réel :

‘4

Application : Pour Vn > 1, on désigne par W, la fonction définie sur R
z g n

Wa(z) = ™27 . Déterminer W,.

Partie 4 : On considére 'ensemble S(R) défini par

S(R) ={f:R —C, declasse O telle que : V(n, k) € NxN, lim zFf"(z) =0}

o

fml—=—+oo

. Montrer que S(R) est un espace vectoriel.

Démontrer les propriétés suivantes :

(a) Sila fonction f appartient a S(R) alors la fonction dérivée f’ appartient
a S(R).

(b) Si f une fonction de l'espace S(R) et P une fonction polynéme alors la
fonction P.f appartient a ’espace S(R).

(c) Si f et g sont deux fonctions de 'espace S(R) alors la fonction fg appar-
tient & P’espace S(R).

(d) Toute fonction f de I'espace S(R), est une fonction de l'espace L'(R)

Soit f une fonction de ’espace S(R).

(a) Mo*ltrer que f est de calsse C sur R et que pour tout z dans R et n ¢ N*

on a
+oo
f)(") s ___/ 2+)n —ixt r(

(b) En faisant une intégration par partie, prouver que pour tout z réel on a
(iz) f(z) = f'(z)
(c) En déduire que pour tout k dans N et z dans R on a
(iz) f(z) = f®(z)
(d) Déduire alors que f est dans S(R).




