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Devoir de synthése c ’Algehre’

Fixercice :
Soit n un @ntlwr 2 2.

1. Montrer qua O, (R) cst compa
2. :(a) I\/lontrer que si P € On (R) alors det(P) € { 1 1} |
(b) Mo trer que Vapphc tion f : me) =121 1} P — det(P) est

COrInIave

(b) Montrer que P'application ¢ : § € R — ©(f) € SO5(R
ct surjective.
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(¢) Dédnire que .
AN/

10 st connexe par arcs
Probleme :
Dans ce probleme
en désig_u? un entier naturel non nul.
e R" et A n,z(“@ sont munis par leur bases et pmd uits scalaires canoniques.
&

Sn(R): est ’espa(,e vectoriel formé pcu les matrices bymetnques de M,(R).
n'/m\;rn (R): PP _ T

On(R) = (P € Mp(R); *‘*. Inj;
O} (R) = {P € O,(R); det(P ) =1}
e S5 € Su(R) est dite : )
(4) positive si ‘XSX >0, VX € M, (R)
(¢2) définie-positive si 'XSX > 0, VX € M, ;(R)\{0}
e ST(R)={S e;Sn(:]R)- 'X8X >0, VX € M1 (R)};
* SI(R) ={S € S,(R); ’XSX >0, VX € Mnl( )\{0}}



I- Dlagonahsatlon simultannée

Sment A et B dans S, (R) telles que AB = BA. On note fetg les endomor~
phismes de R" canoniquement associés 4 A et B ;especuvement et A1y -y Ap les
valeurs propres de f.
1. Justifier R" = G}p LB (f) et quie Ey(f) L Ex,(f) pour i # j.
2. Soit 7 € {1, ..
(a) Prouver que Ey, (f) est g-stable.
On note g; 'endomorphisme induit par g sur F), (f)
(b) Montrer que Ey,(f) admet une b.o.n, B;, de vecteurs propres de g;.

3. Déduire qu'’il existe P € O, (R) telle que ‘PAP et 'PBP sont diagonales.
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‘(b) Montrer que

S=0'XSX =0, VX € M,1(R).

(c) Montrer que S € S;7(R) si, et seulement si, toutes ses valeurs propres
sont positives.
(d) Montrer que S € ST (R) si, et seulement si, toutes ses valeus propres
sont strictement pOSTtlveb
(e) Montrer que si S € 57+ (R), alors elle est inversible et S71 € SF+(R).
2. Montrer que si § € Si(R), alors tMSM ¢ S’*(R) VM e ./‘v’{n(R)
3. Soit A € M, (R). Montrer que A € S (R) si, et seulement si, il existe
M € GL,(R) telle que A= 'MM.

III - Une relation d’ordre sur S (R)
On définit sur S,(R), les deux relations suivantes :
(81 £ 82) <= (S — S1 € S (R)),
(S1< 8) < (52— 51 € SIT(R))

1. (a) Montrer que ” < ” est une relation d’ordre sur S,(R). Cette relation
est-elle totale ?



(b) 7 < ” est-elle une relation d’ordre ?

2. Soient Sy, 5 € Sp(R) telles que S; < So.
Montrer que que VM € M, (R), *MS M <t M SQM

3. Soit S € S, (R) telle que I, < S.
) Montrer que 5,(S) C [1 +o0l. Déduire que S est inversible.
b) Montrer que 0 < S~ < I,.

4. Soient Sy, Sy € S,(R) telles que 0 < 51 < Sy et M; € GLR(R,\ vérifiant
S = tﬁfliﬁfi.

(a) Montrer que I, < *M;ISML.

(b) Déduire que S, est inversible et que S;' < St
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Dans cette partie S désigne une matrice réelle symétrique d’ordre n. u est

I’endomorphisme de R™ Canomquement associé a 5. On note Ay, ..., A, les valeurs
nronres de 1 et F. F les gong-esnaces nronreg asencids
!:J.L VIJA W AN W v .l._llq ST J—J?) ANAT WIS AN \Juywuuu y.\. Uyl.\/u CARIINS AT

1. (a) Justifier que R" = @) _, E;.
(b) Montrer que Vk € {1

¥ el A ¥

On note p la projection orthogonale sur Fj, et Py sa matrice relative-
ment a la bese canonique de R™.

p
2. Montrer que S = z MNP

i=1
3. (a) Justifier que P;P; = 0 pour ¢ 7é I

(b) Montrer que Vk € N, §% = z XEp,

i=1
(c) Déduire que si @ € R[X], alors Q(S Z QA

4. Dans cette question, on suppose que S € S, (R).
(a) Montrer que ¢ : P € R,_1[X] = (P(A1),..., P(Ap)) € R? est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels.
(b) Déduire qu’il existe un unique Q@ € R, 1[X] tel que Q(\:) = VA,
Vie{l,..,p}

On note S; = Q(S).



(c) Montrer que 5; € SH(R) et que S2=5.
(d) Soit S; € SH(R) vérifiant' §31= Gl lun v
Justifier que iS; S9'=5281. Déduirc que '$; =9,
(e) Montrer qu’il existe un unique R € ST(R) vérifiant R2 =S

R est dite la racine carrée de § et on la note v.§. -+



