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(c) Donner une condition nécessaire et suffisante sur (@, b) pour que E soit un corps.

| Exercice 2 !

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit B = (ey, ..., ;) une base de E.
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Soit A € JVTT(R) fe ﬂ E\ aeﬁm l)(m ’ﬁult(f 3) ==
Soit v \{9} o | |
Montrer que la drOLte vectorielle beut v) est stable par f si et seulement si v est un
vecteur propre de f. e :
(b) Déduire que si sp(f) # 0 alors il existe une droite vectorielle stable par f.
2. On suppose que sp(f) = 0.
(a) Justifier que n est pair.

(b) Existe-t-il une droite vectorielle de E stable par-f.



(c) Soit A € spc(A) et V € M,1(C) \ {0} tel que AV = AV.
On pose A = a + ib, (a,0) € R x R* et V = Vi + iV4, (Vi, Va) € (M1 (R))%
Justifier les asscrtions suivantes; '
i Vo#0
ii. (V1,Va) est libre.
iii. AV} =aV] — bV, et AV =bV) +4al} :
(d) Déduire que vect(Vi, Va) est un plan de M, 1(R) stable ‘par A.
)

Montrer qu’il existe un plan de E stable par f.

(a) Montrer que sp(f) =0.

(b) Soit z € E '\ {0}. Montrer que vect(z, f(z)) est un plan stable par f.
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On note A; = (0) € M;(R) et pourn>2, A, = | ¢ 0 | € M,(R)
1
On pose P, le polyndme caractéristique de A,, pour tout n € N*
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. Déterminer P et Ps.
) Montrer que, pour tout n € N*, P o(X) = X Ppy1(X) — Po(X).
) Déduire que, Vn € N*, det(A,19) = -—det(An)’.
) Donner P’expression de det(4,), pour n > 1. (On discutera suivant la parité de n).
} Montrer que rg(A+ 2I,) =rg(A—-2I,) =n
) déduire que 2 et -2 ne sont pas des valeurs propres de A,
() Montrer que, pour tout V € My 1(R), [[4nV oo < 21V |lco-
(b) Déduire que spr(4,) C] —2,2]. :
(c) Déduire que, si A € spr(Ar), alors il existe un unique 8 €]0, 7| tel que A = 2 cos(6).
. Pour tout 6 €]0,7[ et n € N*, on pose u, = P,(2cos(f)).

(a) Montrer que u; = 2cos(f), uz = 4cos?(0) — 1 et que

Vn € N*, upy0 — 2c08(8)ups1 + tup =0 |




o . B sin((n + 1)6)
(b) Déduire que, Vn € N*, u,, = —W

(c) Déduire que spr(4,) = {\ = ')COS(nTl
dans M, (R). ’

),1 <k <'n} et que A, est diagonalisable

2 (_1) 2n+1"
(d) Déduire que H cos(:2 g 1 55 et que H co:,(zn T 2)
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. Soitke{l,.,n}etV= : € M, 1(R). On pose vy = vy =
vy /)

(a) Montrer que AV = AV <= vj45 — M +v; =0, V5 € {0, ...,n‘~ 1}

)

(b) Déterminer le sous espace propre de A, associé a \j.

- Soit (o, ) € (R \{0})

On définit la matrice B, = (b“\'lgi j<n € f-’in(R) par

Vi, d) € {L Bl by = i asii=j

0 sinon
a B 0 - 0)
Bumfibes oo 0
Bt o
\0 - 0 g8 a/

(a) Vérifier que B, = al, + 8A, et que B, est diagonalisable dans M,,(R).

(b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de B,,.




