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converge simplement sur R vers une fonction f que I'on précisera.
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_elle uniformément sur R ? Justifier votre réponse,

Probléemel. Ou considére Vespace vectoriel
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Si U = (Up)n>o élément de E, On pose N{U) = (Z U2)
n=0
1. Montrer que si U = (Up)n>0 €t V = (Vu)nxo soni deux éléments de E, alors la série
Z U,V est convergentc
n>0
2. Montrer que N définit une norme sur E.
3. Pour U € E, on pose || U [lo= bup |Uy.|. Montrer que || - |joo définit une norme sur E.

4. On considére une suite de reels posmfs A = (ap)n>o 6lément de E et telle que la série
Z an est divergente. On défnit 'application T, par

n>0
+00
VUEE, T.U)=Y als
n=0
(a) Montrer que T, est continue sur (E,N).
(b) Montrer que si Papplication T, est continue sur (E, || - jco) alors il existe une constante
n=p
réelle M > 0 telle que Vp € N, Z an < M.
n=0
(¢) En déduire que les deux normes || - floo €t N ne sont pas équivalentes dans E.
5. On considere la partie
+00 U,
F={U=Unn€E; Y, _:1 =1
n—'O

(a) Vérifier que la partie F n’est pas vide.
(b) Justifier que F est une partie fermée dans (E, N).
(c) Montrer que F n’est pas une partie compacte de (E, N).




Probléme2.
On désigne par E Pespace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] munie de la norme |- ||oo

Soit (fn)n>0 la suite de fonctions de E définie par

z "
Vs e, folm)=1 et VneN, fn+1(:c):1+/ fult — £2)dt.
0 .

Partic 1.

1) Montrer par récurrence que pour tout n € N,
In—}-l )
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(n+1)!

VAN

Vz € {0, 1] 0 < fos1(z) — fulz)
2) En déduire que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f.
3) Utiliser la relation (1) pour montrer que pour tout n € N, _

400 _l_
VpeN, | frtp = frllo < Z ]:n-l
k=n+1""

4) En déduire que la suite (f,,) converge uniformément sur [0, 1] vers f.
5) Prouver qu’au voisinage de +00,
> =)
—_ =0 —
! X0
k=n+1 k! 2

6) Déduire de ce qui précede que la série E( f — fn) converge uniformément sur [0, 1].
' n>0

Partie 2 : Quelques propriétés de f.

1) Justifier que f est une fonction continue sur [0,1].
2) Montrer en utilisant la relation (2) que la suite (f,) est bornée dans (E, || - leo) par e

3) En déduire que
Ve [0,1], |f(z)]<e.

4) Montrer que pour tout z € [0, 1],

fo)=1+ /Ox f(t —t¥)dt.

5) En déduire que f est dérivable sur [0, 1].
6) Montrer que f est de classe C* sur [0, 1].




