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Notations :
— E désigne un R-espace vectoriel de dimension n > 2.

— Man1(R) est muni de son produit scalaire canonique { , ) et sa norme euclidienne || ||.
- Soit A € M,(R). On dit
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— Soit A € M, (R). On dit

| Partie I!

. Soient A et B deux matrices de M, (R).
Montrer que : A = B = 'XAY = 'XBY, VXY € M,:(R)

ue A est une matrice normalesi: A A= f4AA.
ue A est une matrice orthogonale si: *AA = I,.

Jmai

Q2 A ~ A4 [TD)
01t A € M, (IK).

o

Montrer que A est normale si et seulement si JAX || = || *AX||, VX € M, 1(R).
3. Soit A une matrice normale de M, (R).

Montrer que si P est une matrice orthogonale alors *PAP est une matrice normale.

4. Montrer que si B et B’ sont deux bases orthonormée d'un espace euclidien, alors la matrice

de passage de B & B’ est orthogonale.

5. Pour tout (M, N) € (M, ,(R))?, on pose y(M, N) = tr( M N). Montrer que ¢ est un

produit scalaire sur M, ,(R).
6. Soit A € M,(R).

Montrer que A est nilpotente si et seulement si spc(4) = {0}.




Partie 11§

Soit f € L(E) et B = (ey, ..., €,) une base de E telle que A = mat(f, B) est normale.
On se propose de montrer que tout sous-espace vectoriel de E stable par f admet un
supplémentaire stable par f.
n n n
Pour tout z = Zm,;e,,- ety= Zyie,-, on pose p(z,y) = Zwiyi.
i=1 i=1 =1
1. (a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
Dans la suite on munit E de ce produit scalaire.
(b) Montrer que B est une base orthonormée de E.
2. Montrer que si B’ est une base orthonormée de F, alors mat(f, B') est normale.
3. Soit F" un sous-espace vectoriel, non trivial, de E stable par f.
On désigne par p =dim(F) € {1,...,n —1}.

&)

(a) Montrer qu’il existe une base orthonormée B; de E; 4; € M,y(R
N
-

(b) Montrer, en utilisant Pégalité MM = M *M, que tr(C *C) = 0, puis que C est
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Partie 111

Soit f € L(E).
On suppose que tout sous-espace vectoriel de E stable par f admet un supplé-
mentaire stable par f.
On se propose de montrer qu’il existe @ € R[X], annulateur de f, scindé sur C et a
racines simples.
1. Soit P € R[X] tel que g = P(f) est nilpotent.
(a) Justifier que ker(g) est stable par f.
Soit alors H un supplémentaire de ker(g) stable par f.
(b) Montrer que H est stable par g. On note gy ’endomorphisme induit par g sur H.
(¢) Montrer que si H # {0z} alors sp(gy) = {0}.
(d) Déduire que H = {0z} puis que g = 0.

m
2. On note x;(X) = H(X — A)%, ot Ay, ..., A, sont les racines complexes de x; de multi-
=1

plicités respectives ay, ..., a4,.

On pose Q(X) = ﬁ(X - X)-

(a) Montrer que @ € R[X].
(b) Montrer que Q(f) est nilpotent.
(c) Déduire que Q(f) =0.




