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[ Exercice E

1. Déterminer les sous groupes de Z.
2. Soit G = un groupe cyclique d’ordre n > 2.
(a) Justifier que a est d’ordre n.
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ii. Deamre qu’il e.xxbte m e N r,el que e ,‘.

n
. Montrer que m divise n et que |H| = —
m’

3. Soit G un sous groupe fini de GL,{C). Montrer que A est diagonalisabl
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Notations o
Dans ce probléme, n est un entier naturel s supérieur ou egal 42 et on note :
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~ B = (e, .., e,) la base canonique de R".
- {.,.) le produit scalaire canonique sur R” tsiz = (Z1y, ) €6 ¥y = (Y1, .., Yn) Sont deux
vecteurs de R", on a (m y) = ‘X Y = Z Z;; ou X et Y sont les matrices colonnes des

i=1
vecteurs z et y dans Ia base B.

- Si N est une norme de R", on note Isom(N)= {u € L(R"); N(u(z)) = N(z),Vz € R"}.
— Une norme N de R" est dite euclidienne s'il existe un produit scalaire ¢ de R" telle que

N(z)=+/p (:I:x ),Vz € R™.

-0 (R) = {P € .Mn(IR) vérifiant ‘PP = I} le groupe H‘des‘.matrices orthogonales de

Ma(R).
~ Soit S € 8,(R). On dit que S est définie positive si tXSX > 0 VX € M,1(R) \ {0}.
- S*‘*(R) l’ensemble des ma,tnces symétriques définies positives de M (R).

i @ = (31, s 20) € RT, ||a:n1—2w I2loo mma 2] €6 1z = Zx



!Part-ie I'

1. Identité du parallélogramme

(a) Montrer que si N est une norme euclidienne sur R™ alors ‘elle vérifie I'identité du
parallelogramme sulvante

Pour tout z et y de R®, on a (N(x + y))2 +(N(z—y))?=2{(N(2))*+ (N(¥))?
(b) Calculer fle: + elllz + |le1 = ea]|Z,, puis déduire que || f|o n’est pas euclidienne.

(o) Montrer de méme que ||.|l; n’est pas euclidienne.

2. Soit § € S,(R). Montrer S € S;+(R) si et seulement si spg(S) C IR{*

i=1 i=1

\f/
et Y sont les matrices colonnes des vecteurs z ¢t y dans la base B.
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4. Soit ¢ un produit scalaire sur R” et S = (p(e;, €;)

(a) Justifier que pour tous vecteurs z et y de ]R” (x y) tX SY.
b) Déduire que S € S (R).

( (c) Que vaut S lorsque <p est 1e prodult scalaire canomque de R™.

! Partie 11 hl

Soit N une norme sur R™.

1. Montrer que (Isom(N), o) est un sous-groupe de GL{R"). :

2. On note S1(N) = {z € R*, N(z) = 1}, la sphére unité de R pour N.
Montrer que u € Isom(N) si et seulement si u (S1{N)) = Si(N).

3. Dans cette question uniquement n,= 2 et B = (e;,€3) la base canonique de R2
On pose D = Vect{e; — ex}. ‘
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On note s la symétrie orthogonale par rapport a D et r la rotation vectorielle d’angle 3

Les endomorphismes s et r sont-ils dans Isom(|| {|1)?
Partie 111
- Soit 'S € STH(R). Ng la norme euclidienne de R™ assoéiéé au produit scalaire @g.
Soit u € L(R™).

1. Montrer que

e Tsom(Ns) <= s(u(z), uw) = ps(e), V(o) € R



2. Déduire que

u € Isom(Ng) <= sa matrice A dans la base B vérifie ‘ASA = S.

3. Retrouver alors Isom(]| |l2).

1. Soit 7 € N; xg, 21, ...,z 7 + 1 réels deux & deux distincts.
Pour tout P € R,[X], on pose f(P) = (P(xzy), P(z1),...P(z,)).
(a) Montrer que f réalise un isomorphisme de R,[X] sur R™.

(b) Déduire que, pour tous réels yo, 1, ..., ¥r, il existe un unique L € R, [X] vérifiant

1 A7 e N e ) »l
L{z;) =y, Vi € {0,1, ..., 7}

2. Soit S € SH*(R). On note Aq,..., A\, les valeurs propres deux a deux distinctes de S

de multiplicités respectives my,...,m,. Soit P € O,(R) telle que ‘PSP = D la matrice

7

diagonale par blocs D = diag(A11my, -y ArIm,)-

Y

(a) Soit Dy = diag(v/A1lmy, -y VArIm,) et A = PDy*P. Montrer que A € S}FT(R) et
que A% = S.

(b} montrer qu'’il existe @ € R[X]\ {0} tel que A = Q(S5).
(c) Soit B € SHH(R) telle que B2 = S.

>3 g —
montrer qu'il existe Q; € R[X]\ {0} tel que A = Q;(B).
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(d) Montrer que la somme de deux matrices symétrigues définies positives est une matrice

symétrique définie positive puis inversible.

(e) Déduire que B = A.
Ainsi on a montré que’il existe une unique matrice A € S;+(R) vérifiant A% = S. A
est dite la racine carrée de S et on la note A = /5.



