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, qui ‘est 1 'espace vectoriel de toutes les fonctions de R dans C ; on
aussi C"(R) (resp. C*(R),C*(R)) le sous espace vectoriel des fonctions continues &resn de classe
o0 x ; O

lorsque cette quantité a un sens. SEEI L s R : R
Quand elle est définie, la fonction f s apbede la transformée de Fourier de f.

J:.TUDF D’UN EXEMPLE

1. Soient z et & deux réels stmctemen’r positifs. -
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(a) Justifier Pintégrabilité de la fonction t — —swr Vintervalle |0, o].
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(b) M n‘rrPr que 1a fonctlnn t— 5 est mtégrable sur ! 111@917}{%1,1;?,._[«’5, —‘—oo[
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2. Dans la suite, ¢ désigne la fonction définie sur R%. par p(z) =1 / 2 ot
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(a) Montrer que, pour tout réel strictement positif x, 0 < o(x) < E’i
(b) Justifier que ¢ est dérivable sur R’ et donner l’expressmn de ‘P § EEv
(c) Montrer que, lorsque x tend vers 0%, o(z) +Inz tend'vers” =
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(on pourra exprimer In z sous forme d’une mtegrale)
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dt, et en déduire que

o~
.
S

Montrer que, pour tout z > 0, ¢(x) + nz = C +/
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3. Soit 9 la fonction définie sur R* par ¢(z) = —;— (|z])-
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(a) Montrer que 9 est intégrable sur les deux intervalles | — 00, 0] et |0, +oo].

(b) Justifier que, pour tout z € R,

-0 +o0
ab{Y = A / AP
Y(z) = P(t)e T dt + P(t)e ""d
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g un sens et o
= ’r—i—oo
(z)y =" wltyeos(zt) dt.
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{¢) Montrer que w est de classe C* sur R et exprimer ses dérivées successives sous forme
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(d) Montrer que, pour tout réel non nul x, on a

s 1 +00 -
h(z) = — — sin(xt) dt,
P(z) T/ﬁ . sin(zt)
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4. (a) Montrer que la fonction @ : 2 / V—t— n(zxt) dt est dérivable sur ]0,+o0] et
\ 0
calculer ®'(x), pour tout = > 0.

(b) En déduire soigneusement que pour tout réel non nul x,

-~ arctanzx
(@) = ——.

QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE FONCTION

Dans cette partie, on se donne une fonction f continue par morceaux et intégrable sur R.
1. Transformée de Fourier d'une fonction intégrable

(a) Montrer que pour tout récl x, f(z) est bien définie et que la fonction f est bornée sur
R.

(b) Montrer que f est continue sur R.
2. Transformations

(a) Vérifier que pour tout réel a, les fonctions f, : t — f(t—a) et Fy, : t — f(at) possédent
des transformées de Fourier et montrer que

=P £0).

Vz € R, fo(z) = e f(z) et Fy(z) = al



(b) Exprimer de méme la transformée de Fourier de 1’a,p‘plicationi t= f (t\)'e"“t en fonction
de celle de f.

(c) Si f est paire (resp. impaire), donner une expression de sa transformée de Fourier
sous forme d’une intégrale sur [0, +oo].

(d) Que peut-on alors dire de la transformée de Fourier d’une fonction réelle et paire
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3. Dérivation
On considére un élément f de CH(R) ); on suppose que f et f’ sont intégrables sur R.
(a) Montrer que f tend vers 0 en £oo.
(b) Montrer alors que Vz € R, f'(x) = iz f(x), puis en déduire que f tend vers 0 en +o0.

(c) On suppose de plus que Papplication g : ¢ — ¢f(t) est intégrable sur R, montrer que
e Cl sur R et que Vz € R, (F)(z) = —ig(z).
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(a) On considére les deux fonctions G et H définies sur R par:
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i. Montrer que G et H sont de classe C' sur R et préciser les dérivées G’ et H'. En
43 <5 Yo Prgmodet mne X i FF wad mpmobonba oy I Soala- i B
dedulre que ia 10nculon U+ L4 G5t COLBLalilt dsul N, Cpalt a 7
ii. Montrer Vinégalité suivante pour tout réel z
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iii. En déduire la limite de G(x), puis de H(z), quand z tend vers +00, puis déterminer
TPintégrale I définie par
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(b) On suppose dans cette question que f(t) = e™"". Ainsi

@) = / e~ Bte~ gt

A
i. En déterminant les transformées de Fourier des deux membres de la relation
f'(t) = —2nt f(t), déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre

vérifiée par f.
ii. Calculer f(0) puis en déduire I’expression de f(z).

5. Continuité de la transformée de Fourier
On munit Pespace vectoriel L*(R) des fonctions & valeurs complexes continues et intégrables
sur R de la norme N; définie pour une fonction f de L'(R) par:
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On munit P'espace vectoriel C,(R) des fonctions & valeurs complexes continues et bornées
sur R de la norme Ny, définie pour une fonction f de Cy(R) par:

Noo(f) = sup|f(z)]."
z€R .

“(a) Montrer que Papplication T : f = T(f) = - Fest linéaire et commue de espace L'(R)
' thuni de Ia norme N, dans I'espace Cy(R) muni de la norme Ny,

(b) i Justifier lexistence du réel noté

I = sup{ 227 ) (]E{)),f Prarrs

i, Calculer sa valeur.
Exercice
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qui suit une loi d
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os feuilles tomber d’un
une variable aléatoire X
tout k e N, P(X = k)

I

1. (a) Expliquer pourquoi les hypotheéses de ’énoncé
+00 )\k ] 8

H.

k=0

gt ==

(b) Calculer I'espérance et la variance de X *

2. A chaque fois qu’une feuille tombe par terre, Iétudiant lance une pidce qui donne pile avec
une probabilité p et face avec probabilité ¢ = 1 — p, p €J0,1]. On note Y et Z lc nombre
de faces et de piles obtenus respectivement.

(a) Pour k € N fixé, expliquer de maniere simple pourquoi la loi de Y sachant X = k
est une loi binomiale dont on précisera les parametres. En déduirc I'expression de
PY'=i|X =k).

(b) Pour (k,4) € N2, calculer la quantité P(X =k, Y =

(c) En déduire la loi de Y, ainsi que son espérance.

(d) Donner, sans calculs, la loi de Z.

3. Montrer que les variables Y et Z sont indépendantes.

4. Ca.lcﬁlelf ]E(YZ ) et V(Y + Z ) ot Eet V deblgnent respectlvement I esperance et la variance.
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