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1 Exercice 1

1. Déterminer les sous groupes de Z.

2. Soit G = (a) un groupe cyclique d'ordre n 2: 2.

(a) Justifier que a est d'ordre n.

(b) Soit H un sous groupe non trivial deC. On pose I={I);'E.Z; a,~:EH}.
1. Montrer que I est un sous groupe de Z.

1.: ': '

ii. Déduire qu'il existe m E N* tel que H = (am).

iii. Montrer que m divise n et que IHI = ~. ~',~_'J- . . m '1f,~':;'.•::"";;ç:",,";y',"

3. Soit G un sous grollp~ fini de GDn,(C), Montrer que A. est diagonalisable pour tout A E G.
• ' . , . ; ! :" ~

!PROBLEMEI

Notations
Dans ce problème, n est un entier naturel supêriéurouêgal à 2 et annote:
- B = (el,." en) la base .canonique de IRn.
- (.,.) le produit scalaire canonique sur IRn : six =,.(XI".,:,xn)~et Y= (YI,." Yn) sont deux

n

vecteurs de IR'i l on a (x, il) '::i:;" tXY = 2:XiYi oùXet:Y sent les matrices colonnes des
;. ;" i=1

vecteurs x et y dans la base B.
- Si N est une norme de IRn, on note Isom(N)= {u E 'c(lRn); N(u(rp))= N(x), \fx E IRn}.
- Une norme N de lRn est dite euclidienne s'il existe un produit scalaire 'P de IRntelle que

N(x) = JCP(X,l X),\fxE,IR:: .. , .' .
- On'(IR) = {P E' Mn(lR)'vérifia~t' tPl' = ln} le groupe de~ .matrices orthogonales de

Mn(IR).
- S~it SE Sn(lR). On dit que S est définie positive si txsx >0 VX E Mn,I(~) \ {O}.
- S~+(lR) l'ensemble des:Ill:~,tricessymétriques définies positives de Mn(IR).

si x = (x" .'.,Xn)\'E 1R~.'IIxll' = ~ Ix,l. IIxlloomax Ix,l et IIxlI, = ~~ xi.L.J I<z<n L.J
i=1 - - i=l
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1 Partie l'
1. Identité du parallélogramme

(a) Montrer que si N est une norme euclidienne sur ]Rn alors 'elle vérifie l'identité du
parallélogramme suivante :
Pour tout x et y de ]Rn, on fi,.'(N{x +'y»2 + (N(x - y»2 = 2 [(N(x)? + (N(y)?J

,:(b) Calculer lIel + e211~+ Ilel~'e211~, puis déduire que 111100n'est pas euclidienne.

(c)':~~ntrer de ~ê~e quell.111 n:e~t pas euclidienne.

2. Soit 's E Sn(lR). Montrer S E S;;+(IR) si et seulement si SPIft(S) C lR~.
n n

3. Soit S E S;;+(IR). Pour tout x = LXiei et V = LViCi on note ({Ys(x,y) = tXSY où X
i=l i=l ,

etY sont les matrices colonnes des vecteurs x et y dans la base B.

Montrer '1118 Ifs définit un produit scalaire sur ]Fkn.

4. Soit ip un produit scalaire sur ]Rn et S = (({Y(ei, ej))l<i ';<n E j\!{tt(IR).. ,:..": ~ 'J_
(a) Justifier que pour tous vecteurs x et y de lRn({Y(x,y) = t~SY.

(b) Déduire que S E 8;;+(]R).

(c) Que vaut S lorsque ({Y est le produit scala~r~ canonique de ]Rn.

1 Partie II!

Soit N une nonne sur IRn.

1. Montrer que (Isom (N), 0) est un sous-groupe de GL(]Rn).

2. On note SI(N) = {x E ]Rn, N(x) = 1}, la sphère unité de R" pour N.

Montrer que u E Isom(N) si et seulement si u (SI(N) = SI(N).

3. Dans cette question uniquement 'll;'i'7 2 et B = (el,e2) la basé canonique de ]R2.

On pose D = Vectj e, - e2}.
tt

On note s la symétrie orthogonale 'par' 'rapport à Det r la rotation vectorielle ci'angle '3'
Les endomorphismes S et T.~nt-ils dans IsomOIIId?

1 Parti~ III'

'Soit SE S;;+(]R). Ns la norme euclidienne de ]Rn associée au produit scalaire ({Ys·
Soit u E .c(]Rn).

1. Montrer que

u E Isom(JVs) <=?" ({Ys(u(x),u(y» = ((Ys(x,y), V(x,y) E (]Rn)2.
" ',\ -, .1 lo' ;-.,' ,,-l, .'

. . i . .t ': .:~,!.:
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2. Déduire que

U E Isom(Ns) <===} sa matrice A dans la base B vérifie tASA = S.

3. Retrouver alors Isomt] 112)'

1 Partie IV'
1. Soit r EN; xo, Xl, ... , z, r + 1 réels deux à deux distincts.

Pour tout P E lRr[X], on pose J(?) = (P(xo), P(xd, ...P(xr).

(a) Montrer que J réalise un isomorphisme de lRr[X] sur lRr+l.

(b) Déduire que, pour tous réels Yo, Yi, ... , Yn il existe un unique L E lRr[X] vérifiant
TfX"\ _ r'. Wo r-: {t\ 1 ~)
1.J\ i] - y~, V~ c: V,.1, ... , 1 f'

2, Soit S E s;t+(lR). On note )'1, ,.Àr les valeurs propres deux à deux distinctes de S
de multiplicités respectives ml, ,mr. Soit P E On(lR) telle que tPSP = D la matrice
diagonale par blocs D = diag(.À1Imll ... , .À.r1mJ.

(a) Soit Dl = diag(.J):;Imll ... , A1mr) et A = PDltP. Montrer que A E s;t+(lR) et
que A2 = S.

(b) montrer qu'il existe Q E lR[X] \ {O} tel que A = Q(S),

(c) Soit B E S;t+(lR) telle que B2 = S.
montrer qu'il existe Q1 E lR[X] \ {O}tel que A = Ql(B),

(d) Montrer que l~ somme de deux matrices symétriques définies positives est U!le matrice
symétrique définie positive puis inversible.

(e) Déduire que B = A.
Ainsi on a montré que'il existe une unique matrice A E s;t+(lR) vérifiant A2 = S. A
est dite la racine carrée de S et on la note A = yS.
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