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Exercice  1

On désigne par (A, +, .)  un anneau commutatif non réduit à {OA}.

1.  Montrer que si A est intègre et fini alors A est un corps.

2.  Montrer que A est un corps si et seulement si  {OA}  et A sont les seuls idéaux de A.

Exercice 2

On désigne par (G, .)  un groupe d'élément neutre e.

1.  Montrer que si æ2 = e, pour tout a; € G,  alors G est abélien.

2.     (a)  Soit n € N*.  Montrer l'équivalence  :

G est cyclique d'ordre n <= G est d'ordre m et il existe Œ € G d'ordre m

(b)  Déduire que tout groupe d'ordre premier est cyclique.

(c)  Montrer que tout groupe d'ordre 7} S 5 est abélien.

(d)  Donner un groupe d'ordre 6, non abélien.

Dans toute la suite, on suppose que G est d'ordre fini n 2  1 et que æ2 = e,  Væ € G.

(G est donc abélien).

3.  Soit Æ un sous groupe de G.

Pour tout a € G, on not,e aH = {ah,  h € H}, et Ha = H U aH.

(a)  Montrer que /a :

(b)   Déterminer Æa 1o#
_
Hiii]
que  Œ  €:q:#:

t une bijection de Æ sur ŒH.

(c)  Montrer que si Œ ¢ Æ alors jJa est un sous groupe de G d'ordre 2|Æ|.

4.   On note G = {e, tt2 ,..., t4n}.  Gi = {e}  et Gm = Gé U tté+iG, pour tout é €  {1 ,..., n -1}.

(a)   Montrer que pour tout é  €  {1 ,..., m}, Gé est un sous groupe de G d'ordre 27'é, 7}é  €  N.

(b)  Justifier que Gn = G.

(c)   Déduire qu'il existe Æ  €  N tel que n = 2Æ.
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