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Exercice :

Soit G un sous-groupe fini de (GL,(R),.) d'ordre m € N* tel que pour tout A € G, A est
diagonlisable dans M, (R).

1. Justifier que, pour toute matrice A de G, A™ = I,,.

2. Soit A € G. On désigne par A une valeur propre réelle de A et V€ M,, 1(R) \ {01} tel que
AV = AV.

(a) Montrer que, pour tout k € N, A¥V = MV,
(b) Déduire que \™ = 1.
(c) Montrer que Spgr(A) C {—1,1}.
3. (a) Montrer que, pour toute matrice A de G, A% = I,,.

(b) Déduire que G est abélien.

Probléme :

Comme de coutume, on note par K le corps R ou bien C. Dans tout le probléme, E est un
espace vectoriel sur K de dimension finie n > 2 et B = (ej,...,ey) est une base de E. Par ailleurs,

on désigne par f un endomorphisme de F.

Notations :

o C(f) ={g € L(E) ; go f = fog).

o f est dite homothétie s’il existe A € K tel que f = X idg.

o f est dit nilpotent d’indice de nilpotence ¢ € N* si f9 =0 et f4-1 # 0.

Partie I :

1. Montrer que C(f) est une sous-algébre de (L(E),+,,0).

2. On suppose dans cette question que pour tout z € E, la famille (z, f(z)) est liée.
(a) Montrer que, pour tout 7 € {1,...,n}, il existe \; € K tel que f(e;) = \; e;.
(b) Montrer qu'il existe A € K tel que f(eg +ex+ ... +e) =A(e1+ex+...+€p).
(c) Déduire que f = Midp.



3. On suppose dans cette question que f n’est pas une homothétie.

(a) Montrer qu’il existe 21 € E tel que (z1, f(z1)) soit libre.

On note z9 = f(x1).

(b) Soit B’ = (z1,x2,...,%,) une base de E qui compléte (x1,x2).

Soit g € L(FE) défini par :

g(z1) = =1,

g(xzi) =0g, Vi€ {2,...,n}

i. Déterminer f o g(x1) et g o f(x1).
ii. Déduire que g ¢ C(f).
4. Montrer que C(f) = L(E), si et seulement si, f est une homothétie.

Partie IT :

Dans cette partie, on suppose que [ admet n valeurs propres distinctes A1, ..., \,.

1. (a) Justifier 'existence d’une base By = (v1,...,v,) de E telle que, pour tout 7 € {1,...,n},
Flo) = A g,
(b) Montrer que, pour tout ¢ € {1,...,n}, Ex,(f) = Vect(v;).
2. Soit g€ C(f) etie{l,...,n}.
(a) Montrer que g(v;) € Ej,(f).
(b) Déduire qu’il existe 3; € K tel que g(v;) = ; v;.
3. (a) Montrer que g € C(f), si et seulement si, la matrice de g selon B est diagonale.
(b) Mountrer que
b C(f) — Ma(K) ; g — Mat(g, Bo)
est une application linéaire injective.
(c) Déterminer Im(¢) I'image de 1.
(d) Déduire que dim C(f) = n.
Partie 111 :
Dans cette partie, on suppose que f est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence
g2 1
1. (a) Justifier I'existence d’'un vecteur v de E tel que f971(v) # Op.
(b) Moutrer que la famille (v, f(v),..., f97(v)) est libre de E. En déduire que ¢ < n et

=0
(c) Montrer que la famille (idg, f,..., f97!) est libre de £L(E).
Dans toute la suite, on suppose que g = n.
2. Montrer qu’il existe v de E tel que B’ = (v, f(v),..., f* 1(v)) soit une base de E.
3. Soit g € C(f).



n—1
(a) Justifier qu’il existe un unique (ag, a1, ...,an—1) € K" tel que g(v) = Z ar f*(v).
k=0

n—1

On pose h = Z a,kfk.
k=0
(b) Montrer que, pour tout k € N, h(f*(v)) = g(f*(v)).

n—1

(c) Déduire que g = Z agf®.
k=0

4. (a) Montrer que C(f) = Vect(idg, f,..., f*1).
(b) Déduire que dim C(f) = n. (Indication : On pourra utiliser la question ITI.1.c)



