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Probléeme

Ons’intéresse ici a des suites et séries de fonctions en liaison avec des intégrales. Dans la partie I, on
calcule indépendamment deux intégrales particulieres (les questions 1 et 2 pour 'une, la question
3 pour l'autre) qui interviennent dans les parties II et III. Les parties II et III sont indépendantes .

Partie I : Calculs préliminaires

- *0 1 —cos(t
1. (a) Justifier I'existence de I'intégrale K = f ———tgildt.
0

A Sin(t)dt

(b) Pour tout A > 0, Justifier I'existence de 'intégrale D(A) = f
0

(c) Montrer que Alim D(A) =K.

—+00

00 1 —cos(t)

= e~ dt est définie et continue sur R,

2. (a) Justifier que I'application L: x — f
0

(b) Etablir que I'application L est de classe €2 sur I'intervalle ]0, +ool.
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déduire les limites de L et L' en +oo.

(c) Justifier que les fonctions ¢ — sont bornées sur }0, +oo[ puis

(d) Pour tout x > 0, calculer explicitement L' ().

(e) En déduire L (x) puis L(x) pour x = 0. Conclure que K = g

1
3. (a) Justifier que la fonction u — i est intégrable sur ]0, 1[.

1

(b) Pour k € N, Justifier 'existence et calculer f ukln(u)d u.
0

il 1 2
(c) Montrer alors que f nw) du= E—.
o u—1 6
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Partie II : Etude de suites d’intégrales

1. On considere ici une application continue f: [0,1] — R
1 ;
(a) Pour neN, onpose [, = f ft™dt. Déterminer ;%ingol"'
; e
. fw . o : ;
(b) On suppose ici de plus que u+— —— est intégrable sur ]0, 1]. Déterminer nlurolo nil,.
u s

1
(c) Déterminer alors un équivalent simple de J,, = f sin(t™)dt.
5 :

.
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2. Pour tout n = 2, et tout A> 1, on pose G, (A) = f sin(t™)dt.
1

(a) Montrer que G,(A) =

1-cos(A") 1-cos(l) n-1 fA" 1—cos(u) 1
e + urdu.
A1 n n? J u?
. +00
(b) Endéduire que G,(A) aune limite quand A — +oo, prouvantl’existence de f sin(t")dt.
1

+00

(c) Enconclure que lim nf sin(t"dt =K.
n—o00 0

Partie III : Etude de séries de fonctions
1. Soit f une application réelle continue et croissante sur [0, 1[ avec f(0) = 0 et telle que 'application
u
U % soit intégrable sur 10, 11.
1 fw

—du,x€]0,1[.
In(x)Jo u

+o0
(a) Justifier I'existence de G(x) = f flxhdt et que G(x) = -
0

n+1 n
(b) Pour n € N*, justifier 'encadrement : f flxhdr< f(x™) < f fxhde.
n n-1

+00 .
() En déduire l'existence de F(x) = ) f(x") pour x €]0,1{, ainsi qu'un encadrement de
n=1
F(x) par deux intégrales dépendant de x.

1
(d) Conclure que lim(1—-x)F(x) = f—(—lﬂd u.
x—1 0 u

+00
2. Pour x€]-1,1[, on pose H(x)=— Y In(1-x").
n=1

(a) Montrer que H est de classe € I'sur]-1,1[ et donner Pexpression de sa dérivée.
1—x"

(b) Montrer que, pour tout x €]0,1[ et tout n € N*, on a

< n. Puis en déduire que

lim(1 - x)H (x) = +o0
x—1

du.

. Un(uw)
(c) Montrer que lim(1 - x)H(x) = f
x—1 o u—1

(d) Par une méthode similaire a celle de la question (Partie III 1.) ,montrer que

+00 n Il
lim((l—x)zz nx ):[ n(u)du
x—1 ey I=X" o u—1

2
' /A
En déduire que lin%(l ~x)2H (x) = i
X



