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Exercice 1

Soit n un entier > 1.

On désigne par (E, (, )) un espace euclidien de dimension n € N*, || || sa norme euclidienne
et By = (e, ..., e,) une base orthonormée de E. B

S(E) désigne 'espace des endomorphismes symétriques de E.

Pour f € S(F), on dit que .

— [ est symétrique positif si (f(z),z) >0, Vz € E.

— f est symétrique défini positif si (f(z),z) > 0, Vz cE \{OE}
1. Soit f € L(E) et A sa matrice selon la base orthonormée Bi.
(a) On désigne par g 'endomorphisme de E de matrice *A selon la base B;.
Montrer que {(f(z),y) = (z,9(y)), V(z,y) € E”

(b) Montrer qu'il existe un unique endomorphismé_ f* € L(E) vérifiant

V(z,y) € E?, {f(z),y) = {z, f"(¥))-

f* s’appelle l’adjpinf de ¥ | ‘
2. Soit f € L(E). S
(a) Montrer que mat(f*,B1) = ‘mat(f,B1).
(b) Déduire que (f*)* = f. o
3. Préciser f* dans les deux caé sulvants 3
(@) feSE).
(b) f=0.
4. Soit f € L(E).
Montrer que f* = —f <= (f(z),z) =0,Vr € E.
5. Soit (f,g) € (C(E) et a € R.
(a) Montrer que (af + ¢g)* = af* +g*.
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(b) Mountrer que (f og)* =g"o f~.
(c) Déduire que f € GL(E) <= f* € GL(E) et que lorsque f € GL(E), (Y =
(f ”)

o~

¢) Déduire que mp = 5.

Soit f € L(E).

Montrer que f*o f ct f o f* sont des endomorphismes symétriques positifs.

Soit A € S§,(R). Montrer que

(a) AeSF(R) < spr(4) CRy

(b) A € ST(R) <= spr(A4) CRYL
Soit A € §;F(R). Montrer que

(a) Montrer qu'il existe M € M, (R) telle que A = *MM.

(a)
(b) Montrer qu'il existe S € S} (R) telle que A = 5%

. Soit A € GLa(R).

(a) Montrer que *AA € STT(R).

(b) Déduire qu'il existe S € S7+(R) telle que *AA = 5%
(c) Montrer qu'il existe O € O, (R) telle que A= 0OS.

Soit A € S+(R).

On considére I'application

¢: Mpi(R)? — R
(X,Y) — (XAY



(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire de M, 1(R).
On désigne par B la base canonique de M, ;(R) et B’ la base orthonormée de
(Mn1(R), @) obtenue & partir de la base B par le procédé de schmidt. On note
P = Pass(B,B).

(b) Montrer que P est triangulaire supérieure de termes diagonaux strictement positifs.

(c) Justifier que P! € R[P], puis déduire que P! est triangulaire supérieure.

(d) Montrer qu’il existe T" triangulaire supérieure telle que A = *7'T.



