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lProbléme 1 I

Pour p € N*, on note :

M, (R) : ensemble des matrices d’ordre p & coefficients dans R.

D,(R) : 'ensemble des matrices & coefficients dans R et diagonalisables dans M,(R).
T,(R) : Fensemble des matrices & coefficients dans R et trigonalisables dans M,(R).
SPr(A) : le spectre réel d’une matrice A € M, (R) '

D(0, R) : le disque ouvert de C de centre 0'et de’ rayon "

Partie 1

® ® & o e

L. Soit P=XP+ap 1 X'+ ..+ a1 X +ag eR oI X] un polynbiﬁé unitaire de degré p.
(a) Soit A une racine de P dans C tel que [A| > 1et M = még(_ "liai{; ;
Montrer que : [A| < pM. AR ' 1]
(b) Prouver alors que {A € C; P(\) = 0} D(0,R) avec R = max(1,pM).

- 2. On se propose dans cette question de montrer que 'ensemble = *
= {P € R,[X]; P de deégté p, e scmde Aaﬁs R}
est un fermé de R,[X]. - ) - - w
Soit P, = X? +a(”) K-ty —I—a(")X +a” une suite de U, qui céxiixfergelviers“P = i a; Xt

=0

()

- {a) Justifier que lim a; = a; pour tout ¢ € 0, p+ 1] et que P-est unitaire.
—>00

(b) Pour tout n € N, on note Zn = {z<n) 27 3()”)} les zéros du polyndme P, tels
cgue 2 <P < < B 1 s '

i. Montrer qu’il existe ng € N tel q’dé

Vn > ng, Vi € |0,p — 1

s

;10 <1+ ail.
ii. Déduire que o
Vn > o, Vi€ [Lp], [V <pM” "

ou M' = g[sl%);{l + lail}.



iii. Montrer alors que {Z,},, admet une suite extraite {Z4)} convergente vers une
limite Z = (21, 23, ..., 2p) € R?.

P P
(c) En écrivant P, = H(X — 2{™), montrer que P = H(X - ).
i=1 i=1

(d) Conclure.

Partie 11
Pour A € M,(R), on note y4(X) = det(XI, — A) le polynéme caractéristique de A et on

définit application

X : Mp(R) » Rp[X]

e On admet que pour tout P € [, il existe A € T,(R) tel que x(A4) = P.
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(b) Déduire que y cst continue sur M, (R).
2. (a) Montrer alors que T,(R) est un fermé de M,(R).

. Soit A € Tp(R) et Ay < A2 < ... < A, les valeurs propres de A.

W

On considére les suites | A™ = A, + 23
) ine

pour i € |1,p].

(a) Montrer que .
Vne NV, 5) € [Lpl? i = A" # 8.

(b) Calculer les limites de (,81{") Ynene pour tout 1 € |1, p| et déduire que T,(R) C D,(R).
(¢) Conclure que D,(R) = T,(R).
4. Dp(R) est-il un fermé de M,(R) ? Justifier.

IProbléme 2'

1 .
On admet que la suite de terme général u, = — —1In(n), n € N* est convergente, on note 7

k=1 k

sa limite.

1. Soient a > 0 et f : {a, +oo[— R une fonction continue ayant une limite finie en +oo.
Montrer que f est bornée.

2. Soit z > 0.
e—~t _ e——t:z:

(a) Vérifier que I'intégrale / ————Z—-—-dt converge.

R
(b) Montrer que

EQ e-—t ]
VYa >0, lim dt = 0.
e—0t J,



(c) En déduire que

+oo —~t _ ,~ir
Yz > 0, / 9——-t—‘-3——~dt = In(z).
0

Dans la suite on pose, lorsque ceci a un sens,

+00 C_t Catx
U(r) = —_—
(z) ‘/a‘ ( ; 1_e—t>dt

3. (a) Montrer que V¥ est définie sur R} .
(b) Vérifier que

Q=

V>0, ¥(z+1)-¥(z)=

4. Soit g : R% — R une fonction continue et bornée.
On pose M = sup |g(z)| et on considére la fonction © définie par
z€RY

/'+oo
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(a) Montrer que © est hien définie sur K}
(b) Soit y > 0.

Montrer que la fonction £ +— %% est intégrable sur R’ et que 'on &

n!
yntl’

+00
men, [ e

i B

(C) Moutrer que
t2
ViER, Jet—1-¢ < Eeiii.

(d) En déduire que - pour tout z > 0 et tout k € R tel que || €]0,z[ on a

O +h) -0  [* . Ml
Y +f0 te g(t)dt| < (a:—[hl)y

(e) Montrer que © est dérivable sur R et expliciter ©'.

(a) Montrer que

ot

V>0, ¥(z)-In(z)= /+00 b —~t o e “tdt
’ sl 0 t(l - e_t) ’
(b) Déduire que ¥ est dérivable sur RY et que

+00 te—mt
V>0, V(z)= / -—dt.
. 0 1 — €

(c) Montrer que
lim [‘Il(a:) — ln(z)] = (.

T—++4-00

6. (a) Montrer que
i

+00
~(@4k)t gy
Ve > 0,Yk €N, /0 te~ it =



(b) Montrer que pour tout z > 0 et tout n € N,

e ., hm. g g? T ) - 1 v OC t
. (z) Z (z + k)2 /0 gt s 16 |

bt
(¢) En déduire que 5w
' Vm\>0, Y(z) = s
()= Z (:1; + n)
(a) Montrer que la série de fonctions z (— - > converge szmplement sur R .
n+z

n>1

, 1 1
O S} = - ; > 0.
n pose (x) ;(n n+x) B
(b) Montrer que S est continue sur R* ; :

0,=[ ona

(c) Montrer que pour tout z > 0 et tout h eR tel que {h| € |0 '3

-HZB

S($+h S(m Z

($+ﬂ P

(d) .Déduire que S est dérivable sur R} et expliciter 5.
1
(e) Montrer. que la fonction ® : z — S(z) — ¥(z) - - est constante sur RY.

(a) Montrer que
-1
V> 0,Vne N, ¥(z)=¥(z+n)— g .

k_0x+k

(b) Montrer que

' ) n-1" :
1
V>0, ¥(z)= n}_%lﬂ{;[l_n(a: +n) - E pogtig k]
2 . j 5=0  §

(C)Dedulre que
Vr >0, ¥(x)= S(z) - 1 -



