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Probléme :
Partie I :

On considere la suite u,, =

| Py

nh/n

1. (a) Etudier la nature de la série val — Up.

nzl

pour n € N*. On pose v, = In(u,).

(b) Déduire lexistence d'un réel strictement positif K tel que n! ~ K n"e"/n.
n—>00

b

k+1
(a) Justifier que pour k € N* on a In(k) < / In(t)dt < In(k + 1).
: k
(b) Déduire que In(n!) ~ nln(n).
. N—00
3. On pose w, = In(n!) — nln(n).
(a) Etudier la nature de la série an+1 = Wy
n=1
(b) Déduire que In(n!) = nln(n) —n + o(n).
4. On pose a, = In(n!) — nln(n) + n — In(y/n).
(a) Montrer que (a,), converge.
(b) Retrouver le résultat de la question 1.(b) (on ne demande pas de calculer K).

2n)! 1
(2n) ~ . Montrer que n! ~ n"e "V2mn.

5. On donne la formule de Wallis 2(nl)E nSeo n—0o0

+o00
6. (a) Déterminer un équivalent simple a Z ek

="

1 1
(b) Montrer que In(n!) = nln(n) — n + In(v/n) + In(v27) + Ton +o0 (ﬁ)
n
o i St . N 1 1
(c) En déduire ’écriture asymptotique suivante : n! = (—) V2rn (1 + Ton +o0 (;)) .
€

Partie II : Chacune des questions (1) et (2) de cette partie est une application des résultats
obtenus dans la partie 1.
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1. Pour a € C, étudier la nature de la série E a Z
n2zl
, . 1 1 1
2. (a) Vérifier que Ry ey - ¢
+oc 1 1
(b) Déduire que E B

k=n
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(c) Montrer alors que (E H) ~ =,
1 n—oo N

k=n

ek e"
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(d) Déduire encore de la question 11)2)b) que Z e

k=n
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(e) Déterminer alors la nature de la série E Py, OU 75 = E -
kk+’2'
n>1 k=n

Exercice :

Les questions I) et II) sont indépendantes.
I) Soit E = {f:[0,1] = R; f est de classe C" telle que f(0) = 0}.

1
Pour f € E on posc Ny(f) = / |f'(z)|dz et Nao(f) = sup |f'(z)|.
0 z€[0,1]
1. Montrer que N; et N, sont des normes sur E. .
On pose pour n € N* la fonction f, définie sur [0, 1] par f,(z) = %—

2. Montrer que la suite (f,), converge vers 0 dans (E, Ny).
3. Montrer que la suite (f,), n’admet pas de valeur d’adhérence pour la norme N,.

4. Déduire que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.

IT) Soit (£, ]| ||) un R-espace vectoriel normé. On rappelle qu’une partie A est dite convexe si

pour tout z,y € A et tout A€ [0,1] ona (1 — Nz + Iy € A.
Une partie A est dite symétrique par rapport 2 0si: Vz € A, —z € A.

Soit C une partie de E fermée, convexe, bornée, symétrique par rapport & 0 et d’intérieur non
vide. On se propose de montrer qu'il existe une norme sur F pour laquelle C est la boule unité

fermée.
1. Justifier qu’il existe a € E ¢t r > 0 tels que B(a,r) C C.
2. Montrer que B(—a,r) C C et déduire que 0 € C.
3. Pour z € E, on pose A(z) = {t e RY; % € C}.

(a) Justifier que ’ensemble des réels A(z) admet une borne inférieure qu’on notera N ().

(b) Déterminer N(0).

(c) Pour z € E\{0}, utiliser que C est bornée pour montrer que N(z) > 0.

(d) Pour z € E\{0}, en exploitant que C est fermée montrer que N(z) = min A(z).
(e) Montrer que N(z) = N(—z) et pour A > 0 montrer que N(Az) = AN (z).
( et

f) Pour z,y € E\{0}, exploiter la convexité de C appliquée aux vecteurs N?a:)
pour montrer que N(z +y) < N(z) + N(y).
(g) Déduire de ce qui précéde que N définit une norme sur E.
4. Soit z € E.
(a) Justifier que si N(z) =1 alors z € C.
(b) Montrer & ’aide de la convexité de C que si N(z) < 1 alors z € C.

5. Déduire finalement que C est la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 dans (E, N )-




