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L’épreuve comporte deux pages. Le sujet est composé de deux exercices tous indépendants.

Exercice 1 ( 10 points )

Soient n un entier naturel non nul et A un élément de M, (R). On note 0, 4 la matrice nulle & p lignes et &
q colonnes. Une matrice carrée est dite & diagonale nulle si tous ses coefficients diagonaux sont nuls.

On veut établir ’équivalence entre les deux assertions suivantes :
(i) A est semblable 4 une matrice & diagonale nulle.

(ii) A est de trace nulle.

1. Montrer I'implication (i) = (ii).

2. Soit z € R™ < {0} et y € R”. Montrer que si la famille (z,y) est liée, alors il existe o € R el que
Y= L,

3. Soient u un endomorphisme de R" et (ey, €9, ..., €,) une base de R”. On suppose que pour tout z € R”,
la famille (x,u(z)) est liée.

(a) Vérifier qu’il existe Ay, - -, Ap, A € R tels que
n k13
u(eg) = Ap.ex pour tout k € {1,---,n} et u(Zek) = )\.Zek
k=1 k=1

(b) En déduire que v = A.Idg~.

4. Ici n > 2. On suppose que la matrice A est non nulle et que Tr(A) = 0. soit f 'endomorphisme de
R™ canouniquement associé a A.

(a) Justifier qu’il existe a € R™ tel que la famille (a, f(a)) est libre.

(b) Montrer alors que A est semblable & une matrice ( g 1‘1{1 ) ou C = | € My_1,1 (R),

0
LeMi,-1(R)et Ay € My_1 (R). Que vaut Tr(4,) ?
(c) Soit Q; € M,,_1 (R) une matrice inversible. Montrer que la matrice de M, (R) définie par blocs

1 01— . . . .
Q= < 0 ta ) est inversible et déterminer son inverse.

n—-1,1 I Ql

(d) En déduire que si A; est semblable & une matrice & diagonale nulle, alors A est semblable & une
matrice & diagonale nulle.

5. Démontrer 'implication (ii) = (i). ( On pourra raisonner par récurrence sur n > 1 ).



Exercice 2 ( 10 points )
Dans cet exercice, F désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2.
On rappelle qu'une forme linéaire sur F est une application linéaire de E dans R et qu'un hyperplan de

E est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1. De plus, si H est un hyperplan de F et a € E\ H,

alors £ = H @ Vect(a). Enfin, on rappelle que les hyperplans de E sont exactement les noyaux des formes
linéaires non nulles sur E.

Soient H un hyperplan de F et u un automorphisme de E vérifiant :
u# Idp et pour tout z € H, u(z) = z.

1. (a) Moutrer que 1 est une valeur propre de u d’ordre de multiplicité > n — 1.
(b) Justifier que E1(u) = H (ou E;(u) désigne le éous—espace propre de u asocié a la valeur propre 1).

(c) Montrer que le polynsme caractéristique de u vaut (X — 1)"~" (X — det u).

2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) w est diagonalisable.
(i) detw # 1.

(iii) Im (u — Idg) n’est pas inclus dans H.

1 0 0

(iv) Il existe A € R~ {1} et il existe une base B de E tels que Matg (u) =
: .1 0
0 --- 0 A

Dans ce cas, on dit que u est une dilatation d’hyperplan H, de droite Im (v — Idg) et
de rapport A.

3. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) w n’est pas diagonalisable.
(ii) detu = 1.

(iii) Im (u — Idg) est inclus dans H.

1 0 0 0
0

(iv) I existe une base de E dans laquelle la matricede west { © .. . g
: .11
o --- - 0 1

Dans ce cas, on dit que u est une transvection d’hyperplan H et de droite Im (u — Idg).

4. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E vérifiant ker ¢ = H. Pour tout h vecteur non nul de H, on
définit un endomorphisme ¥y , de E par

Vo (x) =z +@(x).h , pour tout z € E
Soit @ un vecteur non nul de H.

(a) Calculer ¥, ,0¥_, .. En déduire que ¥, ., est bijectif et déterminer sa réciproque.

(b) Montrer que ¥, , est une transvection que I’on caractérisera.



