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Devoir de contrdle n° 2.

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement,  la clarté et au soin de la présen-
tation.

Probléme

e Dans tout le probléme f désigne une application continue de Ry dans R.

e On note I l’ensemble des réels x pour lesquels I’application t — f (t) e™* est intégrable sur R..
e Pour z € I, on note
—+00
Lf(x)= () e ™dt.
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Partie I: Etude générale de la transformation L.

1. (a) Vérifier que si I n'est pas vide, alors I est un intervalle non majoré de R.

(b) Montrer que si I n'est pas vide, alors Lf est continue sur I.

2. On suppose que [ admet une limite finie | en +oo.

(a) Justifier que f est bornée sur R..
(b) Vérifier que I contient R*.
(c) Montrer que Lf est de classe C* sur R
(d) Vérifier que lil’il Lflz) =0.
+o0
(e) Etablir que zLf (x) = / f (Z{) e *du.
0
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(f) En déduire la limite de 2 Lf (x) en Ot.

Partie II: Etude de quelques exemples.

te—-nt

Inn

B A. On pose pour tout entiern > 2, f, (t) =

1. Etudier la convergence simple de la série Y f,. On note f sa somme.
n>2

2. FEtudier la nature de la série 3 . La série )" f, est-elle normalement convergente sur R, ?
n>2 W17 n>2
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3. Soit p(t) = t>0.
(a) Montrer que ¢ est prolongeable en une fonction bornée sur R,.

(b) Etudier la convergence uniforme de Y f,, sur R..
n>2



4. Montrer que f est continue sur R..

5. Montrer que Vz € R,

= 1
Li(@) = 2 In(n) (z + n).

- .
B B. Dans cetle question, f(t) = % pour tout t € RY et f(0) = 1.

1. Montrer que |0, +oo[C 1.

2. Prouver que Lf est définie en 0.
8. Montrer que Lf (z) est dérivable sur R? et calculer (Lf) (z) pour tout x > 0.
4. En déduire Lf (z) pour tout x > 0.
(417 gin ¢
5. On note pour toutn e N et £ > 0, f, (z) = /mr ——t———e’“’:tdt.

(a) Montrer que pour tout n € N,

T sint
n = (—1 neTnE ————————e—mdt.
o) = (e [T 2R

(b) Montrer que Y, f, converge uniformément sur [0, +oo|.
n>0
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6. Déduire de ce qui précéde que Lf est continue sur R, et déterminer la valeur de f Tdt
0

B C. Soit (0,),cy € CN tels que > a,, est absolument convergente.
n>0

3 . P Y a"n P
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y —t". On note f (t) sa somme sur son
n>0 7!
intervalle de convergence.

2. Vérifier que f est continue sur R,.

+o00
3. Calculer pour tout n € N, / t"e tdt.
0

1\ e
4. Montrer que [1,+00[C I et que Vz €]0,1|, Lf ( ) = )y, g
n=1
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