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Formes symplectiques linéatres

Notations

— Dans tout le probléme, n et m désignent des entiers naturels non nuls.

— On note My, (R) I’ensemble des matrices carrées de taille n x n & coefficients réels et I, la matrice identité dans
My (R).

— Pour tous entiers naturels non nuls p et g, on note M, 4(R) I'ensemble des matrices & p lignes et ¢ colonnes &
coefficients réels. Ainsi, My, 1(R) est ensemble des matrices colonnes & n lignes et My »(R) = Mx(R).

— On note S,(R) 'ensemble des matrices réelles symétriques de My (R).

— On note GLy(R) le groupe linéaire réel d’ordre n (matrices carrées inversibles dans Mp(R) ) et SL,(R) le
sous-groupe des matrices de déterminant égal & 1 :

SL.(R) = {A € M,(R) | det(A) =1}
— On note A la transposée d’une matrice A.

— Le produit scalaire canonique de R” et la norme euclidienne associée sont notés respectivement (-, -) et [| - Il-

— Le groupe orthogonal réel d’ordre n est noté Op(R) :
0,(R) = {A € M,(R) | PAA =1y}

— Si E est un R-espace vectoriel, on note £(E) Iensemble des endomorphismes de E et £(E,R) I'ensemble des
applications linéaires de E dans R.
I Préliminaires
Q 1. Soient A et B deux matrices de M, (R) telles que
VX, Y) € (Mg 1(R)?, XAY = 'XBY

Montrer que A = B.

Q 2. Soit M € GL,(R). Montrer que les valeurs propres de MM sont toutes strictement positives.
En déduire qu'il existe une matrice S symétrique & valeurs propres strictement positives telle que §? = tMM.



IT Objets symplectiques

IILA - Structure d’espace vectoriel symplectique réel

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n.
On appelle forme symplectique sur E toute application w de E? dans R qui vérifie les trois propriétés suivantes :

— bilinéarité : V(z,y, 2) € E3, VA€ R, w(z + Ay, 2) = w(z, 2) + Mw(y, 2) et w(@,y + A2) = w(z,y) + A (z,2); *
— antisymétrie : V(z,y) € E?, w(z,y) = ~w(y,z);

— mnon dégénérescence : {z € E | Vy € E, w(z,y) = 0} = {0g}.
Un espace vectoriel symplectique réel (E,w) est un R-espace vectoriel de dimension finie E muni d’une forme
symplectique w sur E.

Q 3. Montrer que, si w est une forme symplectique sur E, alors pour tout vecteur z de E, wlz,x) = .

Pour tout sous-espace vectoriel F d’un espace symplectique (E,w), on appelle w-orthogonal de F et on note F¥

I’ensemble
F*={zc€E|Vy€F, w(,y) =0}
Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace symplectique (E,w).

Q 4. Justifier que F¥ est un sous-espace vectoriel de E.

Q 5. Le sous-espace F“ est-il nécessairement en somme directe avec F ?

II.B - Structure symplectique standard sur R"

On suppose qu'il existe une forme symplectique w sur R™ et on note Q € M, (R) la matrice définie par

Q= (w(

€ €j))1<i j<n

ou (ei,...,ey) désigne la base canonique de R™.
Q 6. Montrer que

V(z,y) €R® xR", w(z,y) = 'XQY
ou X et Y désignent les colonnes des coordonnées de x et y dans la base canonique de R™.

Q 7. En déduire que 2 est antisymétrique et inversible.
Q 8. Conclure que I’entier n est pair.

Jusqu’a la fin du probléme, on suppose que n est pair et on note m € N* entier naturel tel que n = 2m.
On note J € M,(R) (= Mapn(R)) la matrice définie par blocs par

{0 -1,
=(n o)
et on note j 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a J.
Q 9. Calculer J? et déduire 1’inverse de J.
R*xR® — R

Montrer que I'application b, : . est une forme symplectique sur R™.
@y - (ziy)

Il existe donc des formes symplectiques en dimension paire, et seulement en dimension paire.
La forme symplectique bs est appelée la forme symplectique standard sur R™.



I1.C - Endomorphismes et matrices symplectiques réels

On appelle endomorphisme symplectique d’un espace vectoriel symplectique réel (E, w) tout endomorphisme
u € L(E) tel que

V(z,y) € B2, w(u(z),u(y)) = w(z,y).

On note Symp,,(E) 'ensemble des endomorphismes symplectiques de I'espace symplectique (E,w).
Soit u € Symp,,(E) un endomorphisme symplectique de E.
Soient A, u des valeurs propres réelles de u, et soient Ej(u), E,(u) les sous-espaces propres associés.

Q 10. Montrer que, si Au # 1, alors les sous-espaces Ej(u) et E,(u) sont w-orthogonaux, c’est-a-dire :
Ve € Ea(w), Vy€Eu(w), w(z,y)=0.

Soit u € £ (R™) un endomorphisme de R™. On note M la matrice de u dans la base canonique de R™.

Q 11. Montrer que u est un endomorphisme symplectique de 1'espace symplectique standard (R", bs) si et seulement
st
si "MJM = J.

Une matrice M € M, (R) est dite symplectique si ‘MIM = J.
On note Sp,,(R) 'ensemble des matrices symplectiques réelles dans M,,(R) = M2, (R) :

SDa(R) = Spon(R) = {M € Mn(R) | MIM = J}

Q 12. Montrer que Sp,,(R) est un sous-groupe de (GL,(R), x), contenant la matrice J et stable par transposition :
( ¢’est-a~dire si M € Sp,,(R), alors M € Sp, (R)).

Ce groupe est appelé groupe symplectique réel d’ordre n =2 m.

Soient A,B,C,D dans My, (R) et soit M = ( é ]Ii ) € My (R) (décomposition par blocs).

Q 13. Montrer que M € Sp,,,,(R) si et seulement si

tAC et 'BD sont symétriques et ‘AD — CB =1I,,.

IIT Déterminant d’une matrice symplectique réelle

L’objectif de cette partie est de montrer l'inclusion Sp,(R) C SL,(R) moyennant d “une méthode qui repose sur une
propriété structurelle du groupe symplectique Sp,,(R) qu’on examine au préalable. .

III.A - Le cas de la dimension 2
Q 14. Montrer que Sp,y(R) = SLa(R).

III.B - Commutant de J

On note C; = {M € M,(R) | JM = MJ} le commutant de la matrice J, c’est-a-dire I’ensemble des matrices de
M, (R) qui commutent avec J.

Q 15. Montrer que, pour toute matrice M € M, (R) (= Man(R)),
U -V
MeCy < 3(U,V) € Mpu(R) x Mp(R), M= Vv U
Q 16. En déduire que, pour toute matrice M € Cj, det(M) > 0. |

On pourra considérer le produit de matrices par blocs ( lIImm I?n ) < g —UV ) ( -—Ii?m I?n )



III.C - Décomposition polaire d’une matrice symplectique réelle

On note OSp,,(R) = Sp,,(R) N O,(R) 'ensemble des matrices symplectiques et orthogonales réelles de My (R).
On munit M, (R) de sa topologie d’espace vectoriel normé de dimension finie.
Q 17. Montrer que OSp,,(R) est un sous-groupe compact du groupe symplectique Sp,(R).
Q 18. Montrer que OSp,,(R) C Cj.
Q 19. En déduire que, pour toute matrice M de OSp,,(R), det(M) = 1.
Jusqu’a la fin de la sous-partie II1.C, on considére une matrice M € Sp,,(R).
Soit S € Sp(R) une matrice symétrique & valeurs propres strictement positives telle que S? = *MM.
Q 20. Montrer que S est symplectique.

On pourra considérer une base de vecteurs propres de 'endomorphisme s de R™ canoniquement associé a S, et montrer que s est

un endomorphisme symplectique de I’espace standard (R",b,).

Q 21. Justifier que S est inversible puis montrer que la matrice O définie par O = MS™! appartient au groupe
OSp,,(R).

Q 22. Conclure que le déterminant de la matrice M est égal & 1.



