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Exercice

On considére E = C°([0, 1], R) I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R.
Soit ¢ € E, on définit 'application:

T,: B — R
1
o T = [ s d
0
1. Montrer que T,, est une application linéaire sur F.
2. Montrer que ||.||; est une norme sur E, ou

“Hl F — Rl
~ f o / F(B)] dt.

0

3. Montrer que Vf € B, [To(f)] < llellollfll1, 00 fiplloo = Sup e} -
€10,

4. En déduire que T, est continue sur (E, ||.||1).

PROBLEME
Premziére partie:
. L ) T gint
Dans cette partie, on se propose de calculer la valeur de 'intégrale impropre — dt.
0
sin t

1. Pour tout réel z > 1, on pose F(x /

1

cosT ¥ cos t

(a) Montrer que Vo > 1, F(z) =cosl — —— df.

_ + cost
(b) Montrer que I'intégrale / - dt est convergente.
1
(c) En déduire que lim F(z) existe dans R.
Z->+00
(d) Montrer que / —t— dt est convergente.
0

% sin(2n + 1)t
2. Pour tout entier n € N, on pose J, = / M—)— dt.

0 sint
(a) Justifier I'existence de la suite (J,)nen-

(b) Montrer que la suite (J,)nen est constante et donner sa valeur.
(Indication: sina — sinb = 2sin(%52) cos(%E2)).




1 1
3. On définit 'application ¢ sur ]0, 3] par o(t) = P
si
Montrer que ¢ se prolonge en une fonction continue sur [0, J].
On admet que la fonction ¢ se prolonge en une fonction de classe C*' sur [0, 7]

qu’on notera encore .

% sin(2n + 1)t
4. Pour tout entier n € N, on pose [, = / S-IEL(—Ei—)— dt.

t

0

a) Montrer que I, — J, 2(0) + ! /2 o' (t) cos(2n + 1)t dt.
0

T+l 2041
b) Montrer que lim I, = i
n—+o0 2 g
int
c¢) Montrer que I, = F((2n + 1);;—) +/ itll— dt.
< 0

+00 :

sint
5. En déduire que / ?—ltg— dt = 2.
0

]

Deuxiéme partie:

, . [t sint :
Dans cette partie, on se propose de montrer que 'intégrale e dt n’est pas absolument
0
convergente.
sin®t _ |sint|
1. Montrer que Vt > 0, 0< : < .
Lt 2
; , sin“t
2. Pour tout réel z > 1, on pose G(z) = / - dt.
1
1 1 [*cos2t
(a) Montrer que G(z) = =Inx — = iy 7}
2 2 /i t
T cos 2t sin2x  sin?2 T sin 2t
b) Montrer que dt = — dt.
(b) 4 /1 / % 2 /1 212
t
(c) Montrer que l'application ¢ — %2— est intégrable sur [1, +oo[.

T o5 2t

(d) Montrer que / dt est convergente.
1
est non intégrable sur [1,4o00].

(e) En déduire que 'application ¢ —

T sint
(f) Montrer que / == dt n’est pas absolument convergente.
1

1 .
sint
3. Montrer que l'intégrale / — dt est absolument convergente.
0

+00 L3
sint ,
4. En déduire que 'intégrale / % dt n’est pas absolument convergente.
0
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