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Soit M,,(R) le R-espace vectoriel des matrices carrees d’ordre n a coefficients dans R. La

L O ... 0
trace d’une matrice M de M,,(R) est notée tr(M). La matrice identité [, =

: 1 0

0 0 1

Exercice / (7 points)'

1. Montrer que l'application tr est une forme linéaire non nulle de M, (R).
2. On pose H = {M € M, (R)/tr(M) = 0}, montrer que H est un sous espace vectoriel de
M., (R) et donner une base de H.

3. Soit B € M, (R) telle que tr(B) # 0. On définit I'application

d: M, (R) — M,(R)
M +—— tr(B)M —tr(M)B

a) Montrer que @ est un endomorphisie de M, (R).

(a)

(b) Déterminer ker ®.

(¢) Montrer que : H @ ker & = M, (R).
(d) Montrer que Iin® = H.

4. Montrer que ® est un projecteur de M, (R) si et senlement si tr(B) =1

Probléme/ (13 points) I

On dit que A € R est une valeur propre d'une matrice M € M, (R) si et seulement s'il
existe X € M, 1(R)\{0} telle que M. X = AX.
Pour tout M.N dans M, (R), on dit que M et N sont semblables s'il existe P € GL,(R) telle
que M = PNP~L,




Partie I :

Dans tout ce qui suit on prend n > 1. On considére les matrices colonnes non nulles :
Uy U1
U= : et V =
T i
Soit A = (aij)1<ij<n € M, (R) la matrice définie par : A = al,, + U*V avec a un réel .
1. Montrer que tVU est un réel qu’on exprimera en fonction des coefficients u; et v;.
n §
2. (a) Vérifier que (U'V)2 = kU'V avec k = Zuivi.

i=1

(b) En déduire qu'il existe deux réels a et j tels que A* = aA + S,

o

(a) Donner I'expression de a; ; en fonction de a et des coeflicients de U et V.
(b) En déduire que tr(A) =na + 'VU.

4. BExprimer « et 8 en fonction de a et tr(A).

5. Soit A une valeur propre de A.

(a) Montrer que A\? est une valeur propre de A*.

(b) En déduire que A vérifie I'équation : A\* —aX — 3 = 0.

&

Montrer que les seules valeurs propres de A sont
M =aet\y=tr(A) —(n—1a.

Partie II : Application :
On prend

et f 'endomorphisme canoniquement associé a A.
1. Vérifier que A = al, + U'V, avec a un réel qu’on déterminera.

En utilisant les résultats de la partie I trouver les valeurs propres de A.

2. Soit By(A) ={X € M, 1(R): AX =2X}et By ,(A)={X € M,1(R); AX =(2—n)X}
Montrer que Ey(A) et Ey_,(A) sont deux sous espaces vectoriels de M, ;(R). Donner une
base de chacun.

3. Montrer que M, ;(R) = E5(A) @ Es_,(A).
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4. Montrer que A est semblable 4 D =



