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Une grande importance sera attachée & la rigueur du raisonnement, a la clarié et au sowmn de la
présentation. L'usage des calculatrices n’est pas autorisé.
11 est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut éire m‘zh.w pour traiter la suite, méme

s’il na pu étre démontré.
N.B. Le sujet comporte un exercice et un probléme totalements indépendants.

1. (a) Montrer que, pour tout n € N, on a :

s N v T - A T t
(b) En déduire que la série réelle ) |[Zp11 — Zn|| converge
i ) n>0 . o B :
2. On admet la convergence de la suite (w“)n;o et, on note ¢ sa limite.
(a) Montrer que : £ € A et que [ est un point fixe de f, c’est adire (f(4) =10).
(b) Montrer que si{ et I’ sont deux points fixes de f alors § =1
K .
(c) Etablir que : Vn € N, ||z, — £]| < T k llz1 = Zoll-

3. (a) Démontrer que les applications sin et arctan sont 1—lipschitziennes sur R.
(b) Soit ¢ unc fonction définie sur R? par ‘ o P

N

: L . g 2. o
g\x,y) = \Z sz — y)s L = 3 arctani® +y))

Montrer que g est — — lipschitzienne de R* dans R? muni de la norme :

14

12,91 = 2l + [y

(c) En déduire que le systeme

{ dz = sin(z — 7)

3y = 3 — 2arctan(z + ),

admet unc unique solution dans R?. -



Probléme: - ;-
Partie I

On considére les mtegrales sulvantes

s 1 o & +oo
J=/ 1n()d et K= f —lg@—az
0

2 =11 4 P
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a) Montrer que les intégrales J et K sont convergentes.
\
H

(
(b

En déduire que U'intégrale

est conver gente.

1
{¢) A Vaide du changement de variable s = o démontrer que J = K et [ = 2J
2. (a) Montrer que : Vk € N, Pintégrale
'_1=1
!T,L ‘—"j f’”hﬂ(f) al
i
Converge.
.
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b) Montrer que : Vk € N, J, = —
1 t In(t) ) [t t2In(t)
3. Montrer que - R A B
a Z(z T, po1% ) o1
{ Ial 1 1z 1 tl h}‘ f) » . 1
4. (a) Calculer la limite de ] lorsque ¢ tend vers 0, puis lorsque { lend vers 1.
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(b) En déduire qu 'il existe une constante C' > 0 toﬂc L]Lu, Vi €]0, 1], 5 s C
\ L L In(t C".
(c) En déduire que : | [ — ( ) {< -
i Jo p -1 27& + 1
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(d) Montrer la relation suivante : Z TR J.
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(b) En déduire que I = T

Partie II

p
1. Prouver que : Z—m 1
1 1 4

2. Vérifi 2 y O

érifier que : Vn € N, ln +1)(2n+1) (n+1) (2n+1)

oo =9

3. B = % '

n déduire que : 7° 10 Z nin+1)@2n+1)2" .

no



4.

+oc

P
Sp=) h(n)et Ry= Y h(n).
n=1

n=p+1

2
tt+1)(2t+1)¥’

Soient h:t € [1,+oo[—

(a) Montrer que h est intégrable sur [1, +oo.
(b) En remarquant que h est décroissante, prouver pour tout p € N*, on a :

+o0 /+m
/ Mot < By< [ s
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+1 Jp
(Y M 1 3 :
(c) Montrer que : Vt > 1, TSI < h(t) < TS
1
(d) En déduire que: R, ~ —
6p°
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