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Devoir de Synthése ( Analyse) n. 1

Durée : 2 heures

Partie I. On considére I =] — 1, +00| et la suite de fonctions (fn)n>1 définie par :
Vn>21,Vzel, f (m)*—l-— ! Posons S(:L‘)—Zf (z)
2L vVeel, fale)=_--——. =2 fn

1) Montrer que S est définie continue sur /.

2) Montrer que pour tout entier p > 1, Z fT(Lp) converge uniformément sur I.
n>1
Indication : On pourra utiliser sans démonstration que Vp € N, L (-1)? ——p'——T Y
A (n+ z)Pt
3) En déduire que S est de classe C*° sur I.

4) Justifier que S est croissante et montrer que 11&1 S(z) = +oo.
x (o]

5) Simplifier pour z € I 'expression de S(z + 1) — S(z)
6) En déduire qu’au voisinage de (—1)7,

n® 1

—_—
H (1+ )
k=1

Un(z)
———— montrer que la série de fonctions Z (LogU — LoglU,— 1) converge
Un_l(l') n>2
simplement sur ]0, +oo].
2) En déduire que la suite de fonctions (U, (z))n>1 converge simplement sur |0, +oo[ vers une
fonction strictement positive notée I'(z).

1) En simplifiant

On se propose dans la suite de montrer que I est de classe C* sur ]0, +-o0].

k=n
1 .
3) Soit > 0. On pose pour n > 1, H, = (Z —)—Log(n).
k=1 k
a) Montrer que la suite (H,) converge vers une constante vy appelé la constante d’Euler.

b) Vérifier que pour tout n > 1,

n

e“’nH[(Hk —k :-1;[1 1+

k=1 k=1

¢) En déduire la formule de Weirstrass

1P tm (Tt +2ef)

[(x) n—+oo\ 2



4) Prouver que pour tout z > 0,

Log(I'(z))= —v -z — Log(z) + Z (* —Log(1 + ))

) et g(z) = an

a) Montrer que g est de classe C! sur |0, +oo[ et que ¢'(z) = S’(x)
I(z)

v 0 =
r > U, F(JI)

5) Pour z > 0 et n > 1, on pose : g,(z) = 2 = Log(1 +
n

b) En déduire que I" est de classe C! sur |0, +oo[ et que :

6) En utilisant la partie I, déduire alors que T" est de classe C* sur ]0, +oo].
( Indication : On pourra justifier que pour tout n € N, T' € C™(]0, —I—oo[).)

Partie ITI. On fixe dans cette partie un réel z > 0.

On se propose dans la suite de donner une autre expression de I'(z)

On considere Papplication définie sur |0, +oo| par h(t) = t*~le™* et pour n € N*, on pose

t
() = (1-=)"#"1 si 0<t<n et ho()=0 si t>n.
n
1) Montrer que h est intégrable sur ]0, +oo.

2) Prouver que la suite (hn)n>0 converge simplement sur |0, +oo| vers h.
3) Vérifier que pour tout u>0,1-u<e ™ Endéduire que: Vn € N* Vi >0, |hp(t)| < h(t).

n t “+o00
lim (1 — —-)nt“‘ldt = / fE=lg=tgy
0 0

n—-+00 n

4) Déduire que

5) Montrer par récurrence que Vn € N, on a :
n!

1
V>0, / 1— )" dt = .
! 0< ) z(x+1)---(z+n)

6) En déduire que :
nln®

+oo
/ t*le7tdt = lim )
0 n—=+oo z(x+ 1)+ (z +n)

7) Déduire de la partie II que :
Py / 5~ 1e bt
0

~le~! ol z est un réel fixé strictement positif.

8) On rappele que A(t) = t*~1
tn—{-z—l
a) Montrer que la série Z(—l)” — converge simplement sur |0, 1] vers A.
n! \
n>0
b) En déduire par le théoréme d’intégration terme 3 termes que
| ® (1)
T SHE
0 = nl(z +n)
12 g 1 1
¢) Prouver qu’on a : —_ >
) 4 ¢ Z_;O nlz+n) "2z 14z

9) Déduire de ce qui précéde que



