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lExercice 1/ (4 pts) I

On pose £ =R", B, = (e}, eq, ..., €,) est la base canonique de R" et f 'endomorphisme de
E défini par : f(ex) = 2 te,_gy1, Yk € {1, ...,n}.
1. Ecrire M la matrice de f relativement a la base B..
2. (a) Pour tout entier k € [1, %3] et tout réel o, calculer f(ex + aen—gs1)-
(b) Montrer que pour tout entier k € [1, %[ 3(ax, bx) € R? avec ap # by que 'on
calculera telle que e + axen—ry1 et ex + bre,_k41 soient des vecteurs propres de f
associés a des valeurs propres a déterminer.

3. Dans cette question on suppose que n est pair et on pose n = 2p avec p € N*, dans ce cas
Ventier k € [1,22[= [1,p]. Montrer que f est diagonalisable.

lExercice 2/ (6 pts) I

Soit n € N*, on considére 1'espace vectoriel R***! muni de sa base canonique

B, = (e, €, ..., 2n41)- Soit ¢ I'endomorphisme de R2"*+! défini par :
Pour tout ¢ € {1,...,2n + 1};
ole;) = e, sit#£n+1

2n+1

@(em—l) = Z €
i=1

1. (a) Déterminer la matrice A associée a ’endomorphisme ¢ relativement a la base B.,.

)
(b) Déterminer rg(yp); le rang de .
(c) En déduire que 0 est une valeur propre de .
)

(d) Donner une base du sous espace propre de ¢ associé a la valeur propre 0.

2. Montrer que : Im(po @) C Im(p).



2n+1
3. (a) Montrer B = (e, Z e;) est une base de Im(y)

i=1

(b) Soit ¢ 'endomorphisme induit par ¢ & I'm(p) défini par : Vz € I m(p); o(z) =

Ecrire la matrice A’ associée & ¢ dans la base B.
4. Soit A une valeur propre non nulle de ¢ et z un vecteur propre de o associé a A.
(a) Montrer que x € Im(yp).
(b) En déduire toutes les valeurs propres de .

(c) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

lProbléme/ (10 pts) I

Soient E un C-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E.
On dit que u est nilpotent d’indice p > 2 si u?~! #£ 0 et u? = 0.
On définit les matrices suivantes :

Ji=0)etpourn>2 J,=| ¢ . °-. : € M,(C).

Partie 1 :
On suppose que n = 2. Soit u un endomorphisme nilpotent d’indice p > 2.
1. (a) Montrer qu’il existe zo de E tel que u?~(z) # 0.
(b) Montrer que la famille {zg, u(zq), ..., uw?"(20)} est libre.
(¢c) En déduire que p = 2
2. Montrer que Im(u) = Ker(u)
3. Construire une base de E dans laquelle la matrice de u est égale & Js.
4. Soit M € M,(C) une matrice nilpotente. Montrer que tr(M) = det(M) = 0
Partie 2 :
On suppose que n > 3. Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’indice 2 et de rang r.

1. Montrer que Im(u) C Ker(u) et que 2r < n.

o(z).



2. On suppose dans cette question que I'm(u) = Ker(u).

On pose H un sous espace vectoriel de E tel que £ = H @ Ker(u) et soit (ey,...,e,) une
base de H.

Montrer que B = (el, u(ey), ez, ules), ..., e, u(er)> est une base de F.

3. Donner la matrice de u dans la base B. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Partie 3 :
13 -7

Onpose A=| 2 6 —14 | et u ’endomorphisme de C3? canoniquement associé a A.
13 -7

1. Calculer le rang de A. Sans faire de calcul, déduire le polyndéme caractéristique de A.
2. Montrer que A est nilpotente et trouver son indice de nilpotence.

1
3. Soit €1 = 0
0

(a) Montrer que R3 = Ker(A) @ R.e;

(b) En déduire que A est semblable a la matrice diag(Jz,J;). Donner une matrice P
inversible telle que A = P.diag(J,, J;). P71

4. On cherche & déterminer 'ensemble des matrices R de M3(C) telle que R? = A. On dit
dans ce cas que la matrice R est une racine carrée de A. On note 1) 'endomorphisme
canoniquement associé a R.

(a) Montrer que Im(u) et Ker(u) sont stables par ¢ et que 1 est nilpotent.

(b) En déduire 'ensemble des racines carrées de A.

(Indication : On pourra considérer R’ = P™'RP )



