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N.B : La qualité et la clarté de la rédaction entreront pour une part importante dans I'évaluation de la copie.

Partie 1
o2
Soit E l'espace vectoriel défini par E = {f € C*°(R,R) tel que z f?(z)e” 7 est intégrable sur R}.
I2
1) Montrer que si f, g € E, alors la fonction z — f(x)g{x)e™ 7 est intégrable sur R.

2) §0it I’application définie sur E' x E par :

+o00
< f,g>= —.\/%T:/woo f(z)g(z)e™ 2 dz.

Montrer que < , > est un produit scalaire sur E.
3) Soit H = {f € E tel que f(0) = 0}.
(a) Montrer que H est un hyperplan de E et donner un supplémentaire de H dans E.
(b) Montrer que H+ = {0} (ind. si f € H* alors lapplication g : & —> ﬁ%f(a:) est dans H).

(¢) La décomposition E = H & H* est-elle vraie?

oo o el (2k)!
4) On admet que pour tout k € N, I}, = / e Tdx = 1ok V2.

J—oc
Soit ¢ la forme linéaire sur E définie par ¢(f) = f(0).
En considérant la suite de fonctions définie par fr(z) = e_mz, n € N, montrer qu'il n’existe aucune

fonction g € E telle que Vf € E, o(f) =< f,g >.

Partie 11

z2

On considére I'application h définie sur R par : h(z) =e” 7.
1) (a) Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que Vz € R, R™ (z) = Po(z)h(z)
et Ppy1(X) = Pl(X) — Xﬁn(X), oi A" désigne la dérivée n-éme de h.

(b) Donner Py, P et Ps.

(c) En déduire que P, est de degré n, de coéfficient dominant (—1)" et de méme parité que n.



2) (a) En utilisant h("2)(z) = P, o(x)h(z) et A2 (z) = (A)+1)(z), montrer que pour tout n € N,

le polynéme P, vérifie ’équation différentielle

Y —zy +ny=0.

(b) Vérifier que pour tout n € N*, P/ = ~nP,_1.
Dans la suite, on pose H, = (—1)"P,.
3) Soit n > 2 un entier naturel. On considére R,,[X| muni de sa base canonique B = (1, X,..., X").

On considére Papplication & : R,[X] — R,[X] définie par :
®(P)=P" — XP'
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].

(b) Ecrire la matrice de ® dans la base B.

(c) Déterminer le spectre de ®. En déduire que ® est diagonalisable.

1:2 4 ’L‘z -~
(d) En remarquant que ®(P)(z) = (P'(a:)e“"z“> ez, montrer que ® est un endomorphisme symé-
trique de R, [X].
(e) En déduire que (Hy, ..., Hy) est une base orthogonale de R,,[X] formée de vecteurs propres de .



