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EXAMEN 2 : Analyse

Probléme :

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de paramétres respectifs

a et b.
Partie I

1. Calculer la fonction génératrice de X , en déduire les espérances E(X) et E(X(X -1)).
2. Identifier la loi de la variable aléatoire X + Y.

3. Soit n un entier naturel non nul.
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(a) Montrer que P(X =k | X +Y = n) =

(b) On déduire que la variable aléatoire (X sachant X 4+ Y = n) suit une loi binomiale
q’on déterminera les parameétres.

4. Exprimer la probabilité de I’événement (X =Y') comme la somme d’une série numérique.

5. Faire de méme pour I'événement (|X — Y| = k) ot k est un nombre entier positif donné.

Le but de la deuxiéme partie est de trouver un équivalent simple de P(X =Y) dans le cas ou
b=aeta— +oo
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Partie I1
On considére ’équation différentielle
(E): 2y’ +y —z2y=0

et on cherche la solution y de cette équation qui vérifie la condition initiale y(0) = 1, 3/(0) = 0.
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1. On cherche y comme somme g a,z" d’une série entiere.

n=0

(a) Montrer que les coefficients vérifient I’équation de récurrence :

(n4+ 1)1 =01 121

(b) Trouver alors la développement de y en série entiere en précisant son rayon de con-
vergence R.
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2. On définit une fonction I par I'expression intégrale
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(a) Trouver Dy ,le domaine de définition de I, puis montrer que [ est de classe C* sur Dy
(b) Montrer que I vérifie I'équation (E) et déduire que I =y.

3. En développant e en série, puis en intégrant terme 4 terme, montrer directement que
les fonctions y et I coincident.
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Ind :On pourra utiliser la formule / ’ sin(6)*"d0 = 5 (énn?)z pour n entier positif.
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4. Montrer que
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5. Montrer, en utilisant I'intégrale de Gauss (/ e~%df = \/7), que:
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6. (a) Montrer que/ 7:752 \/_/ \/____.

lorsque z tend vers l'infini.

(b) Déduire de ce qui précede que I(z) ~

—fz -0z 01‘
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”On montre d’abord que :

7. Donner un équivalent 4 la probabilité de I’événement (X =Y) lorsque X et Y suivent une
loi de Poisson de méme paramétre a tendant vers UVinfini.



