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Devoir de synthése N'1

Probleme 1I:

Soit o« € R. Pour n € N*, on considere les suites de fonctions suivantes définies sur R, par
) +

nr 2nx

up(z) = n“xe ™ et g,(r) = nxe”

1. (a) Montrer que la suite de fonctions (g, )nen+ converge simplement sur R .

(b) (gn)nen+ converge-t-elle uniformément sur R

2. (a) Montrer que la série Z u,, converge simplement sur R;. On note S, sa somme définie

n=1

+oo
sur Ry par S,(z) = Z Up ().
n=1

(b) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Prouver que la série Zun converge
n=1
normalement sur [a, b].

(c) Démontrer que la série E u, converge normalement sur R si et seulement si a < 0.
n=1

( Indication: on pourra calculer sup |u,(z)]).
reR4

On suppose dans la suite que o > 0.

+o00
3. Pour z € Ry, on pose R,(x) = Z ug(x).
k=n+1

(a) Etablir que pour tout = € Ry, Ry () > gn(x).
(b) En déduire que la série Z u, ne converge pas uniformément sur R.
n>1
x
et —1

(b) En déduire que S, n’est pas continue en 0.

4. (a) Montrer que pour x > 0, S,(z) >



Probleme 1II:

L’objectif de ce probleme est de déterminer le domaine de convergence simple de la série de
+o00

fonctions suivante: ZI " ou I, =

n=0 ”1-_

Soit la suite numérique I, =

/Oﬁdt

1. Justifier I'existence de I,, pour tout n € N.
2. Calculer I,.

3. Montrer que (I,,)n>0 est décroissante.

A . o . : 2n + 2
4. A T'aide d’une intégration par parties, montrer que I, = mln pour tout n € N.
n

5. Exprimer [, en fonction de n.

6. Montrer que lim [, = 0.

n——+oo

7. On pose v, = /n I, pour tout n € N.

Un+1

(a) Déterminer la nature de la série Z log

n=1 Un

(b) Etudier la convergence de la suite (1ogv,)nso et en déduire qu'il existe un réel A

A

strictement positif tel que I,, ~ —.

+oo\/ﬁ

, . » " : I
(¢) Déterminer la nature des séries numériques suivantes g I, g — et E (—
n

n=0 n>1 n=>0

8. (a) Montrer que I'application ¢ — est intégrable sur [0, 1].

1
(1+t)vV1—t

1
dt
b) Calculer / ———— (Ind: utiliser le changement de variable u = /1 — t).
(b) ) (o=t : V=9
1 1 1
dt Ak
9. Montrer que :/ — — (-1 ”“/ — dt
a Z f o (1+6)vV1I-—t (=1) o (1+6)vV1I-—t
“+00
10. En déduire la valeur de Z(—l)”_fn.
n=0
+00
11. Trouver le domaine de définition de 'application ¢ : x Z I,x".
n=0



