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Exercice

Soient a € R et n € N. Pour P € R,[X], on pose

NP = 1P@)]+ [ 1Pt

1. Démontrer que N, est une norme sur R, [X].
2. Soient (a,b) € [0,1]% et P € R,[X].

(a) Montrer que

IP(b)] < |P(a)] + /O \P(8)|dt.

b
(Indication : On pourra utiliser 1'égalité P(b) — P(a) = / P'(t)dt).

(b) En déduire que

_21_Na(P) < Nb(P) < 2Na(P)'

3. Soit a € [0,1]. On considére 'application :
frRa[X],Na) — (R,].1])
1
P +— P(0) ~/ tP'(t)dt
0

(a) Montrer que f est continue sur R,[X].

(b) Prouver que :
VP € Ra[X], [f(P)| < 2Na(P).

i

(c) Vérifier que pour tout P € R,[X], on a: f(P) = P(0) — P(1)+/ P(t)dt.
0
(d) Déduire que I’ensemble FRERIY
1 1
F= {P € Ru[X]; / P(t)dt = / P’(t)dt}
0 0

est un fermé de R, [X]
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On se propose d’étudier 'intégrale / sin )dt. ; S
ool b
sin®(¢)
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1. Montrer que l'intégrale / dt est convergente.
0

2. (a) A laide d’une intégration par parties, montrer que

400 i 2 +00 s .
/ sin®(t) " =/ sin(2t) Qi
0 0
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) * sin(t)
(b) Déduire que I'intégrale / z dt est convergente et que -
0
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3. Pour tout n € N, on pose I, = / - tg L dt.
0

(a) Justifier I'existence de I, pour tout n € N.

(b) Montrer que S
+oo i
, / S0 5~ 1 1F,
0
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4. Pour tout n € N, on pose 4, = / —E?—-ﬁmdt.
o sin®(t)

(a) Montrer que A, est bien définie pour tout n € N.

(b) Calculer Ag et A;.
(c) En utilisant la relation suivante : Vn € N, V¢ € R,

sin®(nt) — 2sin®((n + 1)t) + sin®((n + 2)t) = 2 sin?(t) cos((2n + 2)t);

montrer que pour tout n € N, A, — 24,41+ Apa =0, v
T
(d) Conclure que pour tout n € N, 4, = ng.e
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5. Pour tout n € N, on pose B, = / :(2 )
o tan®(t)

(a) Justifier I'existence de By, pour tout n € N.
(b) Montrer que pour tout n € N*, A, — B, = % g als .
)

(c) Montrer que : Vz € [0, —g[, sin(z) < z < tan(z).
(d) En déduire que pour tout n € N, B, < I, < A,.

+00 o3 t
/ sin( )dt _
0

6. Montrer alors que :
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