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sur R}
r+oo 2 \/9}{\’! — .
On admet que Vk 6‘: N, Ii R e df = ] ?',; ver :
Rt vl ¥ ok i
1) Moutrer que { , ) est-un produit scalaire sur F.
a3\ -\,,_ ™2 ; Piipg .\ L ) S5 et SRR
A} )UI tout \ yY) « INT, 01 })US(‘ ( j (r —rk— y) e 2 df.
e H :;\/ 271_ —00 1
.(a) Montrer :que pour tout (z, u) eR? flz,y) =2 +y* =2y +3.
(b) Calculer ——(z,y) et ==(z,y) puis déduire que f admet un unique point critique.
or Oy A
(¢) Montrer que f présente un minimum local en (0, 1).
(d) Montrer que f présente un minimum global en{0;1) que I'on déterminera.
(e) En déduire la dislta.nce enitre le polynéme 112 ét le sotis-espace vectoriel R;[X].
3) On pose l'ap pi cation g : R" ——+ R deﬁmra par : g('r,w, 2) = f(z,y) — z et la surface ¥ de R®

définie par ¥ = e y,z) S RS/ g(z y, ) O}
(a) Vérifier que A = (O 1 2 est un p Pt reguher de Z

(b) Déterminer l’equatlon du plan P tangent a E au polm

‘ Probleme 1 / I

On désigne dans tout le probléme par :

- M, 1 Vespace des vecteurs réelles colonnes & n coefficients. On note 0, le vecteur nul.



- M, l’espace.des, matrices réelles carrées d’ordre n. On note 0, la. matrice nulle.
- tAla transposéc d’une matrice A. k | o

- S, le sous espace de M,, des matrices symétriques A vérifiants ‘A = A.

- I,, 1a matrice identité d’ordre n. :

- O, 'ensemble des matrlces orthogonales c’est & dlre les matrices P telles que ‘P-P = I,.

- (X , Y) = E $kyk le prod calaire canonique des deux vecteurs colonnes
e
PR S i 3 e H 2
X = et Y = i . .
\ !
\ Zn /l o \\ Yn /
- Sp(M), le spectre d'une matrice carrée M.

On rappelle que si A € M,, alors, (AX ,Y) = {AX)Y = (X, t4"\

Définitions :
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= /\/l,, est dite positive si, VX € M
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- Une matrice A € M,, est dite définie positive si; VX € My \On1},0na (AX, X y > 0.

oit A une matrice symétrique réelle d’ordre n.
1. On rappelle que puisque A est une matrice symétrique réelle, alors, il existe une base
orthonormée B = (ey,. .., e,) formée de vecteurs propres de A.
£y RA e | PRI SN £ WA o TR/ SR 10 )
(a) Moutrer que si A esi positive alors opiA) C Ing

A — g S

(b) Fn utilisant la base B = (ey, . .., €,), montrer que si Sp(A) C R, alors, A est positiv

]

\ﬂ Montrer qu s ker(/l‘ # {0, s} alors, A n’est pas définie.

(c) Justifier que si-A est positive, alors, il existe P € O,,‘ telle que
'PAP = D = diag(\i, -, An),s

ot les ); sont des reéls positifs.
(d) Déduire que pour toute matrice symétrique définie positive A, il-existe une matrice
svmetrlque deﬁme et positive C uelle que C? = A.

Soit A et C deux matnces symétriques définies positives teﬂes que, C‘a

(V]

(a) Montrer que pour toute valeur propre A de A, ona

ker(A M) = ker(C f 1)

(b) Déduire que toute base de vecteurs propres de A est aussi une base de vecteurs propres
(c) Déduire que pour toute matrice symeétrique déﬁnie posmve A,ﬁ existe une unique
matrice symétrique définie positive C telle que = ‘
On notera C = AY2. |




(d) Application : Soit A = a1 .
— | \ 1 2 ‘
i—) Montrer que A est symétrique définie et positive.
zz—) Donner une base ortonormée de vecteurs propres de A.
m-) Trouver AY/2,
4. Soit A une matrice symetrique définie positive.
(a) Montrer que A™! est symétrique et deﬁme posmve
' (b) Déduire que (AM2)1 = (A N2, o
i \a ) Montrer que si [ et g sont deux endomorphisies diagdnaiisabies qui commutent,
aiors il existe une base commune formée de vecteurs propres de [ et g.
t B deux matrices symétriques définies positives teclies que AB = BA.

e formée de vecteurs propres communs

Partie 1 :

Pour tout couple (n,r) d’entiers naturels tel que 1 < 7 < n, on rappelle la formule du " triangle
de Pascal" : CT = C'=1 + (7

n—1-

La

n-

1. Soit r un entier naturel. On considére la séric entiére 3 CTz™.

(a) Montrer que le rayon de convergence de cette série entiéievrm 1

Pour tout réel z-€] — 1,1], on pose: f.(z) =Y, Crz™.
(b) Montrer que Vi €]—1,1]etr>1,0na

(1 = 2)fi(z) = zfraa(z)

bO

Soit z un réel fixé de | — 1, 1[. Déterminer f, puis f; en fonction de z.

3. Montrer par récurrence que :

Vr e N,Vz €] - L1[, fo(z) = A=z
4. Soit r € N*, montrer que 1e ra,yon de convergence de la série entiére Z ~Cr—iz"™ vaut 1.
n2r
+o0 1
5. Pour r € N* et z €] — 1, 1], on pose h,(z) = Z EC:;;.L“
n=r

(a) Montrer que h, est de classe C* sur | — 1, 1] et que pour tout reel xde|—1,1,ona:
he(z) = fr-1().

(b) En déduire que, pour tout z de | — 1,1[, on a h,(z) = / (

tr—l
i
1=y




(¢) Montrer que :

T—x) 1
he(z) = [ Py, Y2 €)= 1,1
(z) ; o y z €] [

(d) ‘En déduire que :

) [ 1,1
(=) r(.1,~':c>°f.-,ll+r/n-, Tah veel- 1]

ites les variables aléatoires qui intcrviennet ddﬂb uﬂ‘w partie bunt définies sur un méme

Pt i S, P - N

On rappeue- qae a fonction génératrice d'une Va,mame aléatoire X a valeurs dans N est définie

1 la série 3 t*P(X = k) converge ab%ohtmenf par

gx(t) = E i 1"IP(X k)
»:EX(Q)
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3. On considérc une suite (X, )nen- de variables aléatoires & valeurs dans N , indépendantes,
n
de méme loi géométrique de paramétre p. Pour tout entier n de e N* onpose S, = ¥ X;.

ot

1 1 P
atid 1 IS - Y
= Rk [7 9s.t) = e ffn~l(gf,!
949 q
(c) En déduire que '
I s
Vel ~ -~ gs.(8) = Y O ;U“qk ngk,
74 S k= o
(d) En déduire que la loi de probabilité de la variable aléatoire S, est donnée par
—— !0 si0<k<n
= (‘Jn = k) = 7T 'i:"'n P
C;Pq lSlkI:n
\ + J® - AV 7
4. Pour tout n € N*, on pose ¥, = 5
¥ n

(a) Montre‘r‘QUé E(Yn) =n (

N’
S
e
S]
——~
]
b S

(b) Mohtfer que: E (Yo)—p=

P~ IL-Q\.
LS

(c) Montrer que 0 < E(Y,) —p< ol
(d) En déduire Iir+n E(Y,).




