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SoiL  /\4„(R)  le  HR-espace  vectoriel  dcs  mat,riccs  i.arrées  d'ordi:e  `rù  à  coefficiciiLs  daiis  HR.

tra(.,e d'une mati.ice  AJf de /\4n(HR)  est notée t`r'(i`Vï).  La mati.icc ident,ité  J„  =

Exercice  /  (7 points)
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1.   Mont,rer que  l'application  t'r  est  une  f(]i.me  liiiéaire  iii)n  nulle  de  M„(HR).

2.   Oii  pose  Æ  =  {JVï  €  M„(HR)/t'r.(A/4)  =  0},  iiiüiit,rei`  que  Æ  est  un  sous  espacc  vcctoriel  dc

M„(R)  et donner urie base,  de  Æ.

3.   Soit  8  €  M,„(R)  telle  qiie  tr(B)  ± 0.  On défiiiit  l'application

ë  :M,,L(H&)     +    M7t(HR)

M   -tr(B)M-trr(M)B

(a)   Mont,rcr  que  @  c`,st  un  eiidomoi'phisme  de  M,„(IR).

(b)   Déterminer  ker@.

(c)   Montrer  que  :  Æ ® kei. @  = M7î(R).

(d)   Monti.er  que lm@ =  Æ.

4.   Montrer que  ¢>  est,  uii  projecteui.  dc  M,„(R)  si  eL  seiiiciiieiit  si  t'/.(B)  =  1

Problème/(13 points)

On  dit  que  À  €  HR  est  une  valeur  propre  d'unc  ma,trice   A/r  €  M„(R)  si  et,  seuleineiir,  S'il

existe  X  €  A47L`i(R)\{0}  telle que  JW.X  =  ÀX.

Potn  t,out  AZ/,jv  d{ms  Mn(R)`  on  dit  (iue  M  et,  N  sont,  scmblat)]es  s'il  exis{,e  P  €  GL7î(IR)  Ï(Jll(J

ciue  M  =  PN p-1



Partie I  :

Dans  tout  ce  qui  suit  on  prend  n   2   1.  On  considère  les  matrices  colonnes  non  nulles  :

u-(:
îJ1

tJ.'' )
etV-

Soit  A =  (aü)isé,js„  €  M„(R)  1a matrice définie  par  :  A = ctJn + t/tv  avec  Œ  un  réel  .

1.   Montrer que   £VU  est  un  réel  qu'on  exprimera  en  fonction  des  coefficicnts  t/€  et  'ut.

2.    (a)  Vérifier que  (Lrv)2 = MV auec k = Éum
ZE"

(b)   En déduire qu'il  exist,e deux  réels  û'  et  4  tels  que  A2  = cyA + ¢J„

3.     (a)   Donner  l'expression de  ciï,,.  en  fonction  de  a et  des  coefficients de  U  et V,

(b)   En déduire que  tr(A)  = 72,o +   tvt/.

4.   Exprimer  c¥ et  ¢ en fonction  de  a et  tr(A).

5.   Soit  À  une valeur propre de A.

(a)   Montrer que  À2  est une  valeur propre  de  A2.

(b)   En  déduire  que  À  vérifie  l`équation  :  À2  -cÏÀ  ~ 4  =  0.

6.   Montrer que les seules valeurs  propres  de  A sont

Ài  =  at  et  À2  =  t7.(A)  -  (7? ~  1)ci.

Partie 11  :  Application  :
On prend

-(:) ,v-(:) ,A-

1-1......-1

-1       1       -1     ...        :

.-1
-1...-11

et  / l'endomorphisme canoniquement associé à A.

1.   Vérifier que  4 = ciJ7t + C/tïz',  avec  a un réel  qu'on  dét,erminera.

En  ut,ilisant  les  résult,ats de  la partie 1  trouver les  valeurs  propres  de A.

2.   Soit Æ2(A)  =  {X  €  A47Ù,i(R)  :  AX  =  2X} et Æ2_,n(A)  =  {X  €  ftï„,i(R)  ;  AX  =  (2-'rL)X}

Montrer que  Æ2(A)  et  Æ2+`(A)  sont  deux sous espaces vectoriels de  A(ïn,i(HR).  Doniiei. une

base de  chacun.

3.   Montrer  que  J\4ïn,i(R)  =  Æ2(A)  ® Æ2_,n(A),

4.   Mont,rei. que A  est semblable  à  D  =
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