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e Lc polyndme caracteristique de X)) det{X {4, — A), o0 A cst la matrice de [ dans une
PO i y Xf J k 0 ) J

base donnée.

e Si f est diagonalisable, alors, Uespace E admet une base de vecteurs propres de f.

Partie I/ § i e

Soit f un endomorphisme de 2. On suppose que sp(/) = {‘Al,_‘..,,)\r}_,_avéc Ai F Mg st F g
1. @) Montrer que tout sous cspace propre de f est stable par f.
b) Soit vy, ..., v, des vecteurs propres de f. Montrer que vect(vy. ..., v,) est un sous espace

stable par f.

2. Soit B = (ey, ..., €,) une base de [ P un sous espcxce de E de dimension p > 1 et B’ une
base de F'.
a) Montrer que si Vi € {1, n} B U {ez} est hee a,lors F=E.
b) Justifier qu’on peut completer B en une base de E par des vecteurs’ ezl, S 9 -
c¢) On suppose que f est diagonalisable. Soit B est ure base de vecteurs propres de [ et
F un sous espace de E stable par f/"Montrer que F'admet un supplémentaire G qui est
stable par f (utiliser la question‘l. b))

3. On se propose de justifier la réciprodue, cest & dire, si'xs est scindé et tout sous espace
de F stable par f admet un supplémentaire stable’ pa.r f alors f est dlagortahsable On
suppose que X s est scindé.
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a) Justifier que E), @ --- ® E,, est stable par f.
b) On suppose qu’il existe un sous espace non nul G de F supplémentaire de E, @---®E)
stable par f. Soit g I’endomorphisme de G induit par f.

J-
i— Donner la forme de la matrice M de f dans une base adaptée & B\ ®---®F,®G=F.
it— Montrer que x, divise x; et que sp(g) C sp(f).

11— Justifier que x, est scindé.

iww— Montrer que Ay,..., A, € sp(g). En déduire que Sp!g) = .

v— Déduire qué f est dlagonahsable.

On a montr¢ le théoréme suivant qu’on utilisera en cas de besoin.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n > 2 et f € L(E) tel que x5 est scindé.
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lagonalisable, si el seulement si, tout sous espace stable par [ admet un
supplémentaire stable par f.
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un sous espace ' non nul de R* autre que R? qui est stable par f.

un supplémentaire stable par 7 Justifier.

Dans cette partie, on fixe un sous espace F de F stable par [ de dimension p > 1. Soit f
I'endomorphisme de F' induit par f.

1.

Soit A€ sp(f).

a) Montrer que Ex(f) N F est stable par f. -

b\ Dédﬂ"m‘a gue si ’\ —/— aln {l(p {f) M p\ WA .M p
) nire que si A # 0, alor, Es(f)n ]

fuli
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¢) Justifier que tout vecteur propre de f est un vecteur propre de f.

. Montrer que si A € sp(f), alors, Ex()) = Ex(/)NF.

. On suppose ici que [ est diagonalisable. Soit H un sous espace de F' stable par j;

a) Montrer que H est stable par j
b) Soit G un supplementalre de H dans E qu1 est stable par f,cad Ho G E.

z—~) Pour tout TR € F en ecrlvant Ao == a:H o Zg, avec :I:’H € Hotog €, G' montrer que
2 € F puis déduire que Hea (G NF)=
ii—) Justifier que f(zr), f(zn) et f(:ng) sont tous dans F.
it5i—) Déduire que G N F est stable par f :

~) Déduire que f est diagonalisable.



4. En considérant f € L(R?) tel que sa matrice dans la base canonique (ey, €5, e5) de R3 est

100
( 011 et le sous espace F' = vect(ey, e5), montrer que JT est diagonalisable et f
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n’est pas diagonalisable.
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| P rtie 111 / Réduction simultanée.%

. Soit f et g deux endomorphismes de F tels que fog=go f.

a) Soit A € sp(f).

~y a3 A oo P e TN [Tt Ty
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alors ¢ est diagonalisable.

a) Soit A, B € M, (K) deux matrices diagonalisables tels que AB = BA. Montrer qu’il
existe P € GL,(K) telle que P7*AP = diag(ay, .., a,,) et P BP = diag(By, .., Bn).
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b) Soit A, B € M,(K) et M, N € vect(A, B). Montrer que MN = NM.

¢) Soit C un sous espace de M, (K) formé de matrices diagonalisables qui vérifie pour tout
A D~ 7 A2 __ IDA
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i—) Soit (N;, ..., Np) une base de C. Montrer qu'il existe P € GL,(K) tel que Vi € {1, ..., p},

e C est de dimension maximale. Donner une base de C.
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d) Soit A = { ),eth( 1
\ 0 2/ \O -2 )
les.
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i—) Justifier que A et B sont diagonalisa
i1—) Comparer AB et BA.

i1i—) A+ B est-elle diagonalisable 7



