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1. Soit z € R*. Montrer que la série ) (—1)" converge.
n>0 n 1
On pose
-_t_cf F_-——’YI,.’]’Z
Rt —= R, 2+ ) (-1)"—.
¥ T %( ) S}
2. Montrer que f est continue sur R*.
3. Montrer que lim f(z)=1.
on que 1;_‘..:200" (z)
4. (a) Montrer que f est de classe C* sur |0, +oo|.
(b) Montrer que pour tout z > 0,
g 1
. ) = — .
f(@) = fe) = ~17 =
5. Déduire que pour tout z = 0,
§ f(z) = e In(1 +€7%).
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6. A l'aide du développement en série entiére de la fonction z — In(1 + z), retrouver

Pexpression de f établie dans la question 5.

' == . sps s
Soit o > - On considére I'équation différentielle :

(B,) =y'(z)+ (2a+ 1)y (z) + zy(z) = 0.
Soit (P,)nen la suite de fonctions polynomiales définies sur R par :

Py(z) =1, VneN":P(z)= ﬁ(x + k).

’ k=1



Partie I

+o0
1. Soit (@, )nen une suite réelle telle que la série entiére 2. anz" a un rayon defconvergence
n=0
R>0.0Onposey:]—R,R— R, z+— E anZ™.
n=0
Montrer que y est une solution de (E,) si, et seulement si :

=]

a; =0 et Vn>1, ] =
! = %1 Sl (n+ Dn+1+2a) ™"

—1)
2. Déterminer le rayon de covergence de la série entiére ~—(—-)——:c2”.
ns0 22"l P (o)
On note f, sa somme sur son intervalle de convergence.

3. Soit y une solution de (E,) développable en série entiére au voisiange de 0. Montrer que
y(z) = y(0)fa(z)-
Partie 1L

On définit la fonction h, de la variable réelle z par :

ha(2) = /01(1 — 12)%7% cos(zt)dt.

1. Montrer que h, est définie et de classe C? sur R.

2. Montrer que pour tout z € R, on a :
A 1
shy(z) + zhe() = / (1 — #3)** 3z cos(xt)dt
0

3. A T’aide d’une intégration par parties, en déduire que h,, est solution de (E,) sur R.
4. (a) Soit z € R. Rappeler le développement en série entiére de t - cos(zt).

(b) Montrer que h, est développable en série entiére sur R, et que 'on a :

™,
Vz €R, ho(z) = Z(———Tg—‘f‘l— ot I ( /(1 1202y,
n=0 :

5. Exprimer h, en fonction de h,(0) et fa,.
6. En déduire que :
| VneN, I(o)=



