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EXERCICE. On considére E Pespace vectoricl sur R des fonctions définics et continues
a

sur ]0, +oo[ & valeurs réelles et Ey lo sous espace vectoriel de E défini par :

- . 2 o
Eo={f € E; lafonction f%:t— (f(ﬂ) est intégrable sur ]0, +oof}
! f+0\) 7 % D)
N(f} =4/ (f(E)) dt
: V’ 0 \7

1) Vérifier que si g et h sont deux fonctions de Ey, alors g - h est mtegrab]o sur |0, +00
2) Montrer que N est une norme sur Eg.
3) On considére la partie B de Fy définie par

+00 2
B={/eBy [ (f) <2
0
Montrer que B est une partie fermée de (Ey, N).

PROBLEME. On considére la suitc de fonctions (frn)n>1 définie par :

1
n+x

Yn>1, Vz>-1, fn(x) = l -
n

00
Soit I =] — 1, +o0[ et posons S(z) = Z Jule).
Partie 1.

1) Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions ( frn)n>1sur I
2) Justifier que la série }: frn converge simplement sur I.
n>1
3) Prouver que la série Z fn ne converge pas uniformément sur I.
n>1
4) Montrer que S est définie continue sur .
5) Vérifier que pour tout = > —1,

1
c+ 1) - S(z) = .
S(+1) - 8(z) = 1o
6) En déduire qu’au voisinage de (—1)%,
1
S@) ~ - l1+z



Partie 2.
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3

’ : 1
1) Montrer par récurrence que pour tout entier n > 1, S(n) = =
k=1
2) Préciser le sens de variation de S.
3) En déduire que lim S(z) = 4o0.
T—+00
4) Soit z > 0.
5 1 .y g " a 5 P ek
a) Montrer que la fonction F, : t — Pty cst intégrable sur {1, +00[ et calculer j FL(t)dt.
t+ % 1
b) En justifiant que F, est décroissante sur [1,4+co|, établir que :
/n—i-l [ o
Yn > 1, f Felt)ydt & fulx) et W22, fulz) Sj 1f'x<\t)mt
n n—

5) En déduire qu’au voisinage de 400,

5(z) ~ Lnz

o

6) On considere la suite (A, ),>1 définie par 4, = S(n) — Ln (n).
a) Montrer que la suite (A,),>1 converge vers un réel v appelée la constante d’Euler.
b) En utilisant le sens de varidion de S, déduire que '

lim (Su:) - Ln:;:): v.
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