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Probleme
Partie I -
l.e ne

On pos toutn>2etzelR: filz)=——=.
n pose pour tout n > 2 e fal(x) ()
1. Déterminer le domaine de convergence simple de la suite de fonctions (fn)n>2-

2. Montrer que la suite de fonctions (f,)n>2 converge uniformément sur R..

3. Montrer que la série de fonctions 5 fn convergence simplement sur R.
‘ n=2

+o0
Dans la suite, on notera F sa somme: F(z) = Z falz)
n=2

4. Montrer que la fonction F est continue sur |0, +o0l.

Partie I1

On considere pour z fixé dans R* la fonction h définie par:

Ie—tz

¥t =2, h(t)_—_m.

1. Vérifier que h est intégrable sur [2,+00[.
k

2. Montrer que: Vz >0, Vk >3, 0<h(k)< / h(t)dt.
k-1

3. En déduire que: Vz > 0,

xe—Zz +oo xe—tw
08 FE)% ey /2 () &

4. En utilisant une intégration par parties, montrer que pour = > 0,

+00 —tz -2z +oo —tz
/ = dt = © — / E dt.
2 In(?) In(2) J, t(n(?))?




1
5. (a) Justifier que l'application ¢ : t — m est intégrable sur [2, +o0o[ et calculer la
n

+o0
valeur de / p(t)dt.
2

(b) A P'aide du théoréme de convergence dominée, montrer que:

lim e dt | !

i ——dt = :

n—too [, t(In(t))? In(2)
+o00 e—xt

(c) Pour z > 0, on pose g(z) = /2 t(ln(t))zdt :

i. Montrer que si 0 < z < y alors g(z) > g(y).

1
ii. En déduire que Iligrgﬁ gz} = HQ_)

6. Déduire de ce qui préceéde que F' est continue en 0.

Partie 111

1. Montrer que F est de classe C* sur R},

2. On s'intéresse, dans cette question, & la dérivabilité de F' a l'origine.

+00 _nx
(a) Vérifier que I'application: z +—— Z © ___ est décroissante sur R%.
o In(n)
N
F(z g =
(b) Montrer que pour tout N >3 et z>0: i ) - Z ()

F(x) |
(c) En déduire que pour tout N > 3: lim 2 Z

(d) Que peut-on conclure 7
3. (a) Montrer que pour tout p € N*,Vz > 0:

(-ny~
In(n)

£9(z) =

e " (p — nx).

(b) Montrer que F et de classe C* sur R}.

Partie IV
1
1. Etudier la nature de la série numérique —_—
; n?lIn(n)
+00 +00 1
2. Montrer que: /0 F(z)dx = ; ()



